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Resumen

Dado un sistema dindmico discreto (X, f), donde X es un espacio métrico compacto y f :
X — X es una transformacién continua, es natural estudiar a la familia de sistemas que (X, f)
induce. Para ser mds precisos, describiremos algunas propiedades del sistema inducido por (X, f)
en el hiperespacio de subconjuntos compactos no vacios de X, 2%. En particular, estudiaremos
propiedades topolégicas como: sensibilidad a condiciones iniciales, multisensibilidad y parejas
(F,0)-sensibles para familias de Furstenberg, relacionando las propiedades del sistema (X, f)
con las del sistema inducido (2%,2/). Nuestro trabajo estd basado en [32].
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Abstract

Given a discrete dynamical system (X, f), where X is a compact metric space and f : X — X
is a continuous transformation, it is natural to study the family of systems that (X, f) induces.
To be more precise, we will describe some properties of the system induced by (X, f) to the
hyperspace of non-empty and compact subsets of X, 2%. In particular, we will study topological
properties such as: sensitivity to initial conditions, multisensitivity, and (¥, J) - sensitive pairs
for Furstenberg families, relating the properties of (X, f) with those of the induced system
(2%, 27). Our work is based on [32].
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Introduccion

La temética de esta tesis se encuentra dentro de la rama de la mateméatica llamada Dinami-
ca topolodgica, sabemos que el objeto central de estudio en Dindmica topoldgica es un espacio
topoldgico junto con una funcién continua. En nuestro caso, consideramos X un espacio métrico
compacto y f: X — X una funcién continua. Al par (X, f) lo denominamos sistema dindmico
discreto. Dentro de la dinamica topoldgica una clase de sistemas dindmicos importantes son los
sistemas caoticos. Cabe senalar que actualmente atin no hay una definicion matematica que se
acepte universalmente para el caos, sin embargo se sabe que una de las nociones para entender
un sistema cadtico es la sensibilidad a las condiciones iniciales [I7]. En 1971, Ruelle introdujo
la primera definicién de sensibilidad [27]. Decimos que el sistema dindmico discreto (X, f) es
sensible si existe € > 0 tal que para todo x € X y para toda 6 > 0, existen y € B(z,d) y
n € Zy tales que d(f™(x), f*(y)) > ¢. Dada la importancia de los sistemas dinamicos sensibles,
empezaron a surgir otras nociones relacionadas con la sensibilidad tales como: Li-Yorke sensible
[3], gruesamente sindéticamente sensible [21], sindéticamente sensible, cofinitamente sensible y
multisensible, ver [22].

Después, en el 2011, Tan y Zhang [29] introducen una forma mas general de sensibilidad via fami-
lias de Furstenberg y estudian la relacién entre sensibilidad, pares & -sensibles y % -sensibilidad,
donde & es una familia de Furstenberg.

Dado (X, f) un sistema dindmico, decimos que (X, f) induce el sistema dinamico (2%,27),
donde 2% = {A C X : A es compacto en X y no vacfo} y 2/ : 2X — 2% es tal que 2/(A) =
f(A), para cada A € 2% [16]. Cuando se estudia el sistema dindmico (X, f) se dice que se
analiza la dindmica individual y cuando se considera su sistema dindmico inducido (2%,2/) se
dice que se investiga la dindmica colectiva. Un problema muy natural es estudiar las relaciones
que existen entre estas estructuras. En 1974, Bauer y Sigmund [6] estudiaron el caos individual
y el caos colectivo en los sistemas dindmicos.

El objetivo principal de este trabajo de tesis es realizar un estudio detallado de propiedades
que se presentan en un sistema dindmico (X, f) y su sistema dinamico inducido (2%,2/) dada
alguna clase de sistemas M. Siguiendo como principal guia el trabajo realizado en [32].

Es decir, se estudia la relacion entre los sistemas:

i) (X, f)eM
i) (2%,27) e M,
Y entre los sistemas:
iif) (X, f) e My/o (Y,9) e M
iv) (X xY,fxg)eM

v) (25 2/x9) € M,
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Donde, en M se encuentran propiedades como sensibilidad, multisensibilidad y & -sensibilidad,
donde & es una familia de Furstenberg, entre otras.

Para lograr dicho objetivo, el trabajo de tesis esté organizado de la siguiente manera: en el
Capitulo 1 ademés de dar la notacién que serd utilizada a lo largo de este trabajo, recordamos
conceptos preliminares en funciones continuas sobre espacios métricos. Damos una pequena in-
troduccion a la dindmica simbdlica, esto con el fin de mostrar un algunos ejemplos y finalmente
los conceptos preliminares de sistemas dinamicos.

Posteriormente, en el Capitulo 2 introducimos a la propiedad de sensibilidad en sistemas dinami-
cos discretos, mencionamos algunas relaciones entre sistemas dinamicos sensibles y los sistemas
cofinitamente sensibles, gruesamente sensibles, sindéticamente sensibles y multisensible. Damos
una introduccién a las familias de Furstenberg para posteriormente definir la propiedad de -
sensibilidad, donde & es una familia de Furstenberg y asi poder dar relaciones entre sensibilidad,
F -sensibilidad y multisensibilidad en un sistema dindmico.

En el Capitulo 3, realizamos un pequeno estudio sobre la dindmica del sistema dinamico pro-
ducto, mostrando algunas propiedades relacionadas con la propiedad de sensibilidad y como la
dindmica en un sistema influye en el comportamiento de la dindmica en un sistema dindamico in-
ducido por él. En particular, mostramos que dados (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos, se cumple
que si (X, f) o (Y, g) es cofinitamente sensible, entonces (X XY, f X g) es cofinitamente sensible.
Anélogamente, se cumple para las propiedades gruesamente sensible, sindéticamente sensible
y gruesamente sindéticamente sensible. Se muestra también que (X, f) o (Y, g) es sensible si
y sblo si (X x Y, f x g) es sensible. Mostramos que también se cumple para la propiedad de
multisensibilidad.

Finalmente, en el Capitulo 4, iniciamos con una introduccién a los hiperespacios y de funciones
inducidas sobre ellos. Nos enfocamos en el estudio del hiperespacio 2% dotado con la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff y mostramos relaciones entre un sistema dindmico (X, f)
y su hiperespacio inducido (2%,2f), relaciones que se tiene entre las propiedades sensibilidad,
F -sensibilidad y multisensibilidad.



Capitulo 1

Introduccién a la dinamica topologica

En este capitulo recordamos conceptos y resultados que permitan introducirnos a la dinami-
ca topoldgica y poder mostrar propiedades de los espacios con los que estaremos trabajando.
Ademas de establecer convenciones acerca de los conceptos que seran utilizados para el desarrollo
de este trabajo de tesis.

1.1. Notaciones y conceptos basicos

En este trabajo de tesis denotaremos por; I al conjunto de los nimeros irracionales, R al
conjunto de nimeros reales, R, al conjunto de niimeros reales positivos, N al conjunto de niime-
ros naturales, Z, al conjunto niimeros enteros no negativos y por P(Z, ) al conjunto potencia
de Z,. Ademas, para cualquier A C N, denotaremos por |A| a la cardinalidad del subconjunto A.

En la Definiciéon 1.1, definimos subconjuntos de los enteros no negativos que cumplen cierta
propiedad, ésto con el fin de poder presentar algunas clases de sistemas dindmicos.

Definicién 1.1. Sea A C Z, . Se dice que el conjunto A es:
1. Cofinito si Z \ A es finito.
2. Grueso si para cada p € N, existe n € N tal que {n,n+1,...,n+p} C A.
3. Sindético si existe | € N tal que, para todo m € N, {m,m+1,....m+1} N A #0.
4. Gruesamente sindético si para cadan € N, {1 € N: {i,i+1,...,n} C A} es sindético.
Ejemplos de los conjuntos dados en la Definicion 1.1, se muestran en el Ejemplo 1.2.
Ejemplo 1.2. Sea m € Z,. Se cumple que:
(a) A={n € N:nno es divisor de m} es cofinito.
(b) A={n e N:n>m} es grueso.

(¢) A= {n € N:n esun numero par} es sindético.
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En la Proposicion 1.3, se muestran algunas propiedades que satisfacen los conjuntos dados
en la Definicion 1.1. Dicho resultado sera util en la prueba del Lema 3.22, Lema 3.29, Lema
3.35 y Lema 3.41.

Proposicién 1.3. Sean A, B C Z,, tales que A C B. Las siguientes proposiciones son verda-
deras:

1. Si A es grueso, entonces B es grueso.
2. Si A es cofinito, entonces B es cofinito.

3. Si A es sindético, entonces B es sindético.

W

. Si A es gruesamente sindético, entonces B es gruesamente sindético.

Demostracion. 1. Supongamos que A es grueso y sea p € N. Como A es grueso, existe n € N
tal que {n,n+1,...,n+p} C A. Puesto que A C B, se concluye que {n,n+1,...,n+p} C B.
Por lo tanto, B es grueso.

2. Supongamos que A es cofinito. Luego, Z, \ A es finito. Por otro lado, como A C B, entonces
Z,\ B CZy\ A. Puesto que Z, \ A es finito, resulta que Z, \ B es finito. Por lo tanto, B es
cofinito.

3. Supongamos que A es sindético. Luego, existe [ € N tal que para todo m € N, {m,m +
1,...,m+1}NA#0. Notemos que, {m,m+1,....m+I}NAC{mm+1,... m+1}NB.
De aqui, {m,m+1,...,m+1} N B # (). Por lo tanto, B es sindético.

4. Supongamos que A es gruesamente sindético. Sea nyg € N. Definamos A = {1 € N: {i,7 +
L...;i+not CAYyB={ieN:{i,i+1,...,i+no} C B}. Afirmamos que A C B. En efecto;
sea ig € A. Luego, {ig,i0+ 1,...,70 +no} C A C B. De aqui, {ig,io+ 1,...,70 +no} C B. Asi,
iop € B. Esto implica que A C B. Veamos que B es sindético. Por hipdtesis, se tiene que A es
sindético y A C B, por el punto 3 de esta proposicion resulta que B es sindético. Por lo tanto,
B es gruesamente sindético. [

Es natural preguntarse si existen relaciones entre los conceptos dados en la Definicion 1.1,
en la Proposicion 1.4, se muestran algunas de ellas. Una prueba para dicho resultado puede
verificarse en [I8, Proposiciones 3.1.10, 3.1.11, 3.1.12, 3.1.14].

Proposicién 1.4. Sean A, B C Z, . Los siguientes enunciados son verdaderos:

1. Si A es cofinito, entonces A es grueso.
2. Si A es cofinito, entonces A es gruesamente sindético.

3. Si A es sindético y B es grueso, entonces A N B # ().

W

. Si Ay B son gruesamente sindético, entonces A N B es gruesamente sindético.

En la Proposicion 1.5 mostramos la relacién entre un conjunto cofinito y un conjunto sindéti-
co.

Proposicion 1.5. Sea A C Z,. Si A es cofinito, entonces A es sindético.

Demostracién. Supongamos que A es cofinito. Luego, existe k € N tal que k = |Z, \ A|. Sea
m € N, notemos que {2, Zmt1, - Zmak} € Zy \ A, con z; € Zy, pues |{zm, Zms1, - - - Zmak }| =
k + 1. Luego, existe ig € {0,...,k} tal que z;, € A. Asl, {2, Zmst1,- - Zmar} N A # (. Por lo
tanto, A es sindético. [ |
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Para poder dar conceptos y resultados en los proximos capitulos también es necesario recor-
dar las definiciones de limite inferior y limite superior de una sucesién de nimeros reales.

Definicién 1.6. Sea {z,},en una sucesion acotada en R. Para cada n € N, se definen: z,, =
inf{x; : i > n} y T, = sup{a; : i > n}. El limite inferior y el limite superior de la sucesién
{Zn}nen se denotan y definen, respectivamente, como:

liminfz, = lim 2z, y limsupzx, = lim 7,.
n—oo n—0o0 n—oo n—oo

Observemos que los limites dados en la Definicién 1.6, existen ya que la sucesién {z, }nen
es acotada. Luego, x, y T, son acotados. Ademads, {Z, },en es una sucesion creciente y {x,, }nen
es una sucesion decreciente, con esto resulta que, dada una sucesién {z,},en acotada en R se
tiene que

liminfz, =supz,, =supinfz, vy limsupz, = inf sup x.

n—00 n>0 n>0 k=n n—00 n20 g>p

Definicién 1.7. Sea A C Z, se define y denota la densidad superior y la densidad inferior de
A como:

— 1
D(A) :limsupﬁ |AN{0,1,...,n— 1}

1
D(A) =liminf — [AN{0,1,...,n— 1},
— n
respectivamente.

Si existe el nimero D(A) tal que D(A) = D(A) = D(A), entonces el conjunto A tiene
densidad D(A).

Proposicion 1.8. Sea A C Z,. Si A es cofinito, entonces D(A) = 1.
Demostracién. Sean k = |Z, \ A| y N = max(Z, \ A) + 2. Paran > N se tiene que

1 1
— A 1,...,n—=1} =—=(n—k).
JAN{0, 1= 1} = (= k)

De donde,
—_ 1
D(A) =limsup— |[AN{0,1,...,n — 1}
n
1
= limsup —(n — k)
n
k
=1—limsup — = 1.
n

Terminamos esta secciéon recordando el concepto de funcién y otros conceptos relacionados
con ésta. Conceptos bien conocidos pero necesarios para establecer la notacion para algunas
funciones en particular.

Definicién 1.9. Sean X y Y conjuntos. Se define una funcion de X en Y como una correspon-
dencia que asocia cada elemento de X un tinico elemento en Y y se denota como f: X — Y. En
tal caso, al conjunto X se le llama dominio de f y al conjunto Y se le conoce como contradominio

de f.
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Definicién 1.10. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funciéon. Dado A C X, se denota y
define la imagen de A bajo f como:

f(A)={y €Y :y= f(x), para algin x € A}.
Para cualquier B C Y, se denota y define la preimagen de B bajo f, como:
fY(B)={ze€ X : f(z) € B}.

Ejemplo 1.11. Sea X un conjunto. La correspondencia idx : X — X dada por idx(x) = z,
para cada x € X, es una funcion de X en X llamada la funcion identidad en X.

Ejemplo 1.12. Sean X, Y conjuntos, f : X — Y una funciéon y A C X. Definimos la restriccion
de f a A, denotada por f|4: A — Y, como f|a(a) = f(a), para cada a € A.

Definicién 1.13. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funcion. Se dice que f es:
1. Inyectiva si para cualesquiera x,y € X tales que f(x) = f(y) implica que = = y.
2. Sobreyectiva si para todo y € Y existe z € X tal que f(z) = y.

3. Biyectiva si f es tanto inyectiva como sobreyectiva.

1.2. Espacios shift

En este apartado daremos una pequena introduccion a los espacios shift y algunas propie-
dades que se cumplen en dichos espacios, esto con el fin de poder mostrar algunos ejemplos.

Definicién 1.14. Un alfabeto es un conjunto finito cuyos elementos son llamados simbolos o
letras. Un alfabeto sera denotado por la letra A.

Definicién 1.15. Sea A un alfabeto. Se dice que un bloque o una palabra sobre A es una
sucesion finita de simbolos de A, la cual denotaremos comunmente por las letras u, v, w. Una
palabra también puede ser vacia. A la palabra vacia la denotaremos como .

Definicién 1.16. Sean A un alfabeto y w una palabra sobre A. La longitud de w es la cantidad
de términos de la sucesién y la denotamos como |w|. La longitud de la palabra vacia es 0.

Un bloque de longitud n se llama n-blogue. Para una palabra no vacia u el k-ésimo término
de la sucesion, se denota como uy. Entonces una palabra no vacia de largo n sobre A es denotado
pOr Uy . . . Up, con u; € A, para todo i € {1,2,...,n}. Dos palabras u, v sobre A son iguales si
lu| = |v| y u; = v;, para cada i € {1,2,..., |u|}.

El conjunto de todas las palabras de largo n sobre un alfabeto A se designa por A,, y el
conjunto de todas las palabras sobre A se designa por A*. Es decir, A* = J,~, A"

Definicién 1.17. Sean A un alfabeto y u,v dos palabras sobre A. La concatenacion de u y v
es la nueva palabra que se obtiene al escribir los simbolos de u, y a continuacion, los de v, sin
ningln signo especial intermedio. La concatenacion de u y v se escribe uwv.



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA DINAMICA TOPOLOGICA 7

Notemos que, uv # vu. Es directo ver que |uv| = |u| 4+ |v|. De manera andloga, la concate-
nacién de tres o mas bloques es la palabra que se obtiene de escribir los respectivos simbolos
consecutivamente. La concatenacién de un bloque u consigo mismo n veces, con n € Z,, se
designa por u". Es decir:

n g, si n=0;
u = n—1 .
wu™ ", si o n > 0.

Dada una palabra w sobre un alfabeto A, denotamos por w™ a la concatenacién de w consigo
misma una infinidad de veces.

Definicién 1.18. Sea F un conjunto de bloques sobre un alfabeto 4. Denotamos por Xz al
subconjunto de A%+ formado por todos aquellos puntos en los que no ocurre ningiin bloque de
F. Es decir,

Xr={r€ A% Vw e F:wnoocurre en v} = {x € A% :Vi,j € Zy,x;; ¢ F}.

Cabe mencionar que los bloques de F no necesariamente tienen que ser del mismo tamano.
Ademas este conjunto puede ser finito o infinito. Los elementos de F son llamados palabras
prohibidas.

A continuacién mencionamos algunos ejemplos para ilustrar las definiciones anteriores.

Ejemplo 1.19. Sea A un alfabeto.

1. Si F; =0, entonces X, = A%+, En efecto, note que x) ¢ Fi1, para todo 4, j € Z, y todo
x € A%+,

2. Si F, = A, entonces Xz, = (). En efecto, note que zjg o € F, para todo z € A+

Definicién 1.20. Sea A un alfabeto. Un espacio shift X sobre A es un conjunto X C A%+ tal
que existe un F C A* tal que X = Xz.

A continuacién mencionamos algunos ejemplos de espacios shift.
Ejemplo 1.21. Consideremos el alfabeto A = {0, 1}.
1. Si F = {0} entonces Xz = A%+,
2. Si F = {11} entonces X = Xr. El shift resultante es conocido como shift dureo.

De ahora en adelante vamos a considerar al alfabeto A = {0, 1}. Cuando F = {0}, el espacio
shift obtenido es mejor conocido como el espacio de todas las sucesiones de ceros y unos. Al
cual denotaremos como Xz = Y. A continuacién definimos la funcién shift sobre este espacio.

Definicién 1.22. La funcion shift, denotada por o : Yy — Yo, esta definida como
o(xor12y...) = L1223 . . .,
para cada xgrixs... € M.

Dado x € 3. Denotaremos como (o(x)),, al n-ésimo término de la sucesién {o(x)}.
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1.3. Espacios métricos y funciones continuas

Para poder definir los espacios en los que estaremos trabajando recordaremos lo que es un
espacio métrico y algunas propiedades que se satisfacen en estos espacios. Recordamos algunas
métricas mas usuales y con las cuales dotaremos a nuestros espacios. De igual manera mostramos
resultados ya conocidos. Iniciamos esta secciéon con el siguiente concepto.

Definicién 1.23. Sea X un conjunto. Una métrica en X es una funcién d : X x X — R, que
asocia a cada par ordenado (x,y) € X x X un nimero real d(z,y), llamado la distancia de = a
y, de modo que para cualesquiera x,y, z € X, se satisfacen las condiciones siguientes:

1. d(z,z) = 0.
2. Si x # y, entonces d(z,y) > 0.
3. d(z,y) = d(y, x).
4. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).
Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjunto y d es una métrica en X.

De ahora en adelante, para referirnos al espacio métrico (X, d), escribiremos simplemente
X, quedando sobreentendido que se considera con una métrica d, a menos que se especifique lo
contrario.

A continuacién mostramos un ejemplo de una métrica sobre el espacio ¥.

Ejemplo 1.24. Sea d : ¥ X Y3 — R la funcién dada por d(z,y) = > 07, ‘I"Z;ny”‘, para cada

x,y € ¥y. Se puede verificar que d es una métrica sobre Y. Asi, (29, d) es un espacio métrico.

Definicién 1.25. Sean X un espacio métrico y A C X, con A acotado. Se define el didmetro
de A, denotado como didm(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Definicién 1.26. Sean X un espacio métrico, z € X y 6 > 0. Al conjunto
B(w,6) = {y € X - d(z,y) < 6}

se le llama bola abierta con centro en x y radio 9. Decimos que U C X es una vecindad de x si
existe d > 0 tal que B(z,d) C U.

Definicién 1.27. Sean X un espacio métrico, A C X y z € X.
1. x es punto interior de A, si existe r > 0, tal que B(x,r) C A. Al conjunto
int(A) = {x € A: z es un punto interior de A},
se le llama interior del conjunto A.
2. x es punto clausura de A, si para todo r > 0, se tiene que B(z,7) N A # (. Al conjunto
A={z € X :z es un punto clausura de A},

se le llama clausura del conjunto A.
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3. A es un conjunto abierto en X si para todo z € A se tiene que = € int(A).
4. A es un conjunto cerrado en X si X \ A es abierto en X.

Dado a que estaremos trabajando con espacios compactos es necesario recordar este concepto,
a continuacion recordamos algunas definiciones necesarias para definir dichos espacios.

Definicién 1.28. Sean X un espacio métrico, A C X y C C P(X). Se dice que C es una
cubierta de A, si A C |J{B : B € C}. Decimos que C es una cubierta abierta de A, si C es una
cubierta de A y todos los elementos de C son subconjuntos abiertos de X. Una subcubierta de
una cubierta C de A, es una coleccion S de elementos de C que es también una cubierta de A.

Definicién 1.29. Sean X un espacio métrico y A C X. Decimos que A es compacto si toda
cubierta abierta de A tiene una subcubierta finita para A.

Ejemplo 1.30. Consideremos el espacio métrico definido en el Ejemplo 1.24. Se puede probar
que Yy es un espacio compacto. Asi, (X9, d) es un espacio métrico compacto.

Definicién 1.31. Sean X un espacio métrico completo y A C X. Se dice que A es:

1. Denso en X si la clausura de A es X, es decir, A = X.

2. Denso en ninguna parte en X si el interior de la clausura de A es vacio, es decir, int(A) = (.

3. De primera categoria en X si A es la unién numerable de conjuntos densos en ninguna
parte en X.

4. Residual si X \ A es de primera categoria en X.

Observaciéon 1.32. Sean X un espacio métrico y A C X. Se puede probar que A es denso en
X siysélosi ANU # (), para cada subconjunto abierto no vacio U de X.

Definicién 1.33. Sea X un espacio métrico. Se dice que X es disconexo si existen subconjuntos
abiertos no vacios U y V en X tales que X = U UV y UNV = (. Decimos que X es conezo si
X mno es disconexo.

A continuacién recordamos algunos conceptos, relacionados con funciones continuas sobre
espacios métricos, dichos conceptos son bien conocidos.

Definicién 1.34. Sean X, Y espacios métricos, f : X — Y una funcién y p € X. Se dice que
f es continua en p, si para todo € > 0, existe > 0 tal que para cada z € X, si d(x,p) < 4,
entonces d(f(z), f(p)) < €. Decimos que f es continua, si f es continua en p, para toda p € X.

Ejemplo 1.35. La funcién shift o : 39 — 3, definida en el Ejemplo 1.22, es continua.
En efecto, sean € > 0y x € Xy. Pongamos 6 = ¢ y sea y € ¥y tal que d(x,y) < 4. Notemos

o), o) = 3 W 2 LOW] 5 lin Zanl o gy g <52 c

n=0 n=1
Por lo tanto, ¢ es continua.

Definicién 1.36. Sean X, Y espacios métricos y f : X — Y una funciéon. Decimos que f es
uniformemente continua si para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que para todo z,y € X tal que si
d(z,y) < 6, entonces d(f(x), f(y)) < e.
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A continuacién recordamos un resultado, Teorema 1.37, que nos serd til para la prueba del
Teorema 2.50. Una prueba para dicho resultado la puede revisar en [I5, Teorema 4].

Teorema 1.37. Sean X, Y espacios métricos y f : X — Y una funcién continua. Si X es
compacto, entonces f es uniformemente continua.

Definicién 1.38. Sean XY conjuntos y f : X — Y una funcién. Decimos que f es un
homeomorfismo si f es biyectiva, f es continua y f~! es continua.

En el Teorema 1.39, mencionamos equivalencias de una funcién continua, muy tutiles para
demostrar resultados en capitulos posteriores. Una demostracion de dicho resultado la puede
consultar en [9, pag. 79].

Teorema 1.39. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién. Las condiciones
siguientes son equivalentes:

1. f es continua.
2. Para cualquier abierto U C Y, f~'(U) es abierto en X.
3. Para cualquier cerrado F' C Y, f~}(F) es cerrado en X.

4. Para cualquier U C X, f(U) C (f(U)).

5. Para cualquier B C Y, (f~1(B)) C f~1(B).

A continuacién, recordamos conceptos necesarios para definir lo que es una grafica finita, ya
que nos va a permitir mostrar un resultado sobre este espacio.

Definicién 1.40. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y con mas de un punto.
A continuaciéon mostramos un ejemplo de un continuo.

Definicién 1.41. Un arco es un continuo X homeomorfo al intervalo [0, 1].

RN

Figura 1.1: Arco.

Definicién 1.42. Una grdfica finita es un continuo que puede escribirse como la unién de una
cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan en
uno o en sus dos puntos extremos. Un drbol es una gréafica finita que no contiene curvas cerradas
simples.

En la Figura 1.2, se muestra la representacién grafica de un arbol.

Figura 1.2: Arbol.

Terminamos esta secciéon mostrando algunos ejemplos de graficas finitas.
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Ejemplo 1.43. Sea n € N tal que n > 3. Un n-odo simple es una grafica finita que es una
unién de n-arcos que se intersectan dos a dos en un punto {p}, el cual es llamado el corazén
de T,. Ademas, p es un punto extremo de cada uno de los n-arcos. En el caso de que n = 3,
diremos que T3 es un triodo simple.

En la Figura 1.3, se representa un triodo simple con corazén p y puntos extremos e, ey y es.

€2

eq es
Figura 1.3: Triodo simple.

Ejemplo 1.44. Sea R = S' U {[1,2] x {0}}. El espacio R es una grafica finita y cualquier
espacio homeomorfo a él se le llama paleta.

Ejemplo 1.45. Sea I' = S* U ([-1,1] x {0}). El espacio ' es una gréfica finita y cualquier
espacio homeomorfo a él se llama theta.

1.4. Iteracion de funciones. Sistemas dinamicos

Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una funciéon continua y k& € Z,. La
k-ésima iteracion de f, se define como la composicion de f consigo misma k veces y se denota
por f*, esto es:

ff=fofo-of,
| ——
k veces

donde f° es la funcién identidad en X.

El siguiente concepto es la definicién abstracta de sistema dinamico.

Definicién 1.46. Sean X un espacio métrico compacto y (G, *) un semi-grupo topoldgico ' con
elemento neutro. Un sistema dindmico es una funcién continua ¢ : G x X — X que satisface lo
siguiente:

1. ¢(e,x) = z, para cada x € X, donde e es el elemento neutro de G.
2. ¢(s,0(t,x)) = ¢(s xt,z), para cada s,t € G y para cada = € X.

Generalmente, un sistema dindmico se denota como (G, X, ¢), donde al espacio X se le llama
espacio fase, de configuraciones o de estados; al semi-grupo G se le llama conjunto de pardme-
tros y a la funcion ¢ se le conoce como regla de correspondencia o ley determinista.

1Un semi-grupo topoldgico es un semi-grupo con una, topologia.
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Dependiendo del semi-grupo en el cual se trabaje, los sistemas dinamicos se clasifican en dos
clases. Si G =R U {0} al sistema dindmico se le conoce como sistema dindmico continuo, y si
G = 7Z, al sistema dinamico se le conoce como sistema dindmico discreto. En este trabajo solo
nos enfocamos en los sistemas dinamicos discretos.

Proposicion 1.47. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una funcién continua y
¢ Zy x X — X la funcién definida por ¢(n,z) = f"(x), para todo n € Z, y para todo = € X.
Se tiene que (Z,, X, ¢) es un sistema dindmico discreto.

Demostraciéon. Primero veamos que ¢ es continua. Por el Teorema 1.39, basta verificar que
para todo subconjunto abierto U en X, se cumple que ¢! (U) es un subconjunto abierto en
Z, x X. Sea U un subconjunto abierto en X. Notemos que:

67 (U) = {(n,2) : 6(n,z) € U}
— {(n,2) : f"(z) € U}
- Ut @ evy

neZy

= U I xfmw)).

TZEZ+

Por otro lado, {n} es un subconjunto abierto en Z, vy, por la continuidad de f, del inciso (2)
del Teorema 1.59, se deduce que f~™(U) es abierto en X. Luego, {n} x f~™(U) es un abierto en
Z, x X, para cada n € Z,. Asi, = *(U) es un abierto en Z, x X. Por lo tanto, ¢ es continua.
Veamos ahora que ¢ cumple los incisos (1) y (2) de la Definicién 1.46. Notemos que:

¢(0,2) = f(z) = .

Ademas,
o(n, ¢(m, x)) = f"(¢(m, z))
= f"(f"(z))
— fn+m(x)
— 6(n+m,2).
Con todo, se obtiene que (Z,, X, ¢) es un sistema dindmico discreto. [

Asi, el sistema dindmico (Zy, X, ¢), definido en la Proposicion 1.47, estd determinado com-
pletamente por el espacio X y la funcién continua f. En esta tesis, vamos a considerar sistemas
dindmicos construidos de esta forma. A este sistema dindmico discreto lo denotamos como (X, f)
y para referirnos a él decimos solamente sistema dindmico.

Definicién 1.48. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. Decimos que (A, f|a) es un
subsistema de (X, f) si A es compacto y f(A) C A.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de sistemas dindmicos que aparecen frecuen-
temente en este trabajo.

Ejemplo 1.49. Consideremos el espacio métrico definido en el Ejemplo 1.24. Del Ejemplo 1.30
y del Ejemplo 1.22; se obtiene que (X2, 0) es un sistema dindmico.
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Ejemplo 1.50. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la topologia del subespacio de la
recta real y la funcién 7' : [0, 1] — [0, 1], definida por:

2x, si x € [O, %} ;
T(z) =
2—2z, si ze[3,1],
para cada x € [0,1]. Puesto que [0,1] es un subconjunto compacto de R y T" es continua se

obtiene que ([0,1],7") es un sistema dindmico. La funcién T" es mejor conocida como la funcion
Tienda.

De manera similar se obtiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.51. Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la topologia del subespacio de la
recta real y la funcién L : [0, 1] — [0, 1], definida como:

L(x) =4x(1 — x), para cada x € [0, 1].

Note que el intervalo [0, 1] es compacto. Ademds, L es continua. Asi, ([0,1], L) es un sistema
dinamico. La funciéon L es conocida como la funcion logistica.

Ejemplo 1.52. Consideremos la bola unitaria S = {e?™ : § € [0,1]} con la topologia del
subespacio de R? y la funcién R, : S' — S!, dada por R,(z) = €*™z, para cada z € Sl y
a € I. Se puede verificar que S! es compacto y R, es continua. Asi, se tiene que (S, R,) es un
sistema dinamico. A la funcién R se le conoce funcion rotacion irracional.

En el estudio de los sistemas dindmicos nos enfocamos en estudiar las 6rbitas de los puntos,
ya que son éstas las que nos dan informacion de la dindmica en el espacio a través del tiempo.
A continuacién, damos la definiciéon de érbita de un punto, asi como también de otros puntos
particulares que nos ayudan a analizar propiedades de dichas o6rbitas y por lo tanto de la
dindmica en nuestro sistema.

Definicién 1.53. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Se define la drbita de = bajo f,
denotada por O(z, f), como el conjunto:

Oz, ) = {f"(x) 1 n € Zy.} = {x, f(2), f*(2), f*(2),...}.
Definicién 1.54. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Decimos que z es un:

1. Punto fijo si f(z) = .

2. Punto periodico si existe n € N tal que f"(z) =z, al min{n € N: f"(x) = z} se le llama
periodo de x. Denotamos como Per(f) al conjunto de puntos periédicos de f.

3. Casi-periodico si para cada vecindad U de x, existe k € N tal que

{f'(@), fH (@), fTH @)} N U # 0,
para todo [ € N.

Una vez mencionados estos conceptos, pasamos a definir subconjuntos de los enteros no
negativos que nos seran utiles para caracterizar a algunos sistemas dinamicos, dependiendo del
comportamiento de su orbita. Asi, como también mencionamos observaciones que se siguen de
dicha definicién.
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Definicién 1.55. Sean (X, f) un sistema dindmico, x € X,0 > 0,U y V subconjuntos abiertos
no vacios de X. Se definen los siguientes conjuntos:

1. Np(z,U)={n€Zy: f"(z) e U}.

2. Npy(U,V)={n€Zy,: fr(U)NV #£0}.

3. Ny(U,0) ={n € Z; : existen z,y € U tales que d(f"(x), f*(y)) > d}.
La Observacion 1.56, se obtiene inmediatamente de la Definicion 1.55.

Observacion 1.56. Sean (X, f) un sistema dindmico, U, Uy, V y Vi, subconjuntos abiertos no
vacios de X y 0 > 0.

1. SiU C V, entonces N¢(U, &) C Nf(V,9).
2. 851U Cc Uy yV C W, entonces Np(U, V) C Np(Uy, 11).

Observacién 1.57. Dado (X, f) un sistema dindmico se tiene que N¢(U,0) = {n € Z; :
didm(f™(U)) > 4}, para todo U C X abierto no vacio.

Dado un sistema dindmico (X, f), hay propiedades que satisface la funcién f : X — X
cuando se habla de imagenes directas e inversas de un subconjunto del espacio. A continuacién
mostramos que algunas de esas propiedades también se cumplen mientras iteramos la funcién
f, es decir, se siguen cumpliendo mientras componemos la funciéon consigo misma n veces.

Proposicién 1.58. Sean (X, f) un sistema dindmico, n,m € Ny U,V C X. Se cumple que:
L f=om(U) = f(f(U)).
2. SiU C f~™(V), entonces f"(U) C V.

Demostracién. (1) Verifiquemos primero que f~"*™)(U) C f="(f~™(U)). Para eso, sea x €
f~Fm(U). Luego, f**(z) € U. De donde, f™*"(x) € U. Dado que f™"(z) = f™(f™(x)),
obtenemos que f(f™(x)) € U. Asi, f*(x) € f~™(U). Luego, x € f~"(f~™(U)). Por lo tanto,
J(D) € JH D))

Ahora veamos que f~"(f~™(U)) C f~*+™)(U). Seax € f~(f~™(U)). Luego, f*(x) € f~™(U).
Esto implica que f™(f™(x)) € U. Asi, f™*"(x) € U. De donde, x € f~m+")(U)).

(2) Supongamos que U C f~™(V), veamos que f"(U) C V. Para esto, sea z € f*(U). Luego,
existe y € U tal que f"(y) = z. Por otro lado, como y € U, por el supuesto, y € f~"(V). Asi,
x = f"(y) € V. De donde, x € V. Por lo tanto, f*(U) C V. |

Teorema 1.59. Sean (X, f) un sistema dindmico y n € N. Las condiciones siguientes son
equivalentes:

1. f™ es continua.
2. Para cualquier abierto U C X, f7"(U) es abierto en X.
"

3. Para cualquier cerrado F' C Y, f~™(F) es cerrado en X.

4. Para cualquier A C X, f"(A) C f*(4).
5. Para cualquier A C X, f(A) C f"(A).



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA DINAMICA TOPOLOGICA 15

Observacién 1.60. Sean (X, f) un sistema dindmico, A C X y n € N. Se satisface lo siguiente:
L f2(f(A) € A
2. AC f(f(A).

El resultado que presentamos en la Proposicion 1.61, nos serd til para probar la Proposicion
4.9.

Proposicién 1.61. Sean (X, f) un sistema dindmico, U y V subconjuntos no vacios de X y
n € N. Se cumple que U N f~(V) #£ () siy s6lo si fM(U) NV # 0.

Demostracién. Supongamos que U N f~"(V) # 0. Luego, existe x € X tal que x € Uy x €
(V). Asi, f*(z) € f*(U) y por el punto 1 de la Observacién 1.60, se tiene que f™(z) € V.
Por lo tanto, f*(U) NV # 0.

Ahora, supongamos que f"(U) NV # (. Luego, existe y € X tal que y € f"(U)yy € V. Es
decir, existe x € U tal que f"(z) = y. Luego, f"(x) € V, que por el punto 2 de la Observaciéon
1.60, se tiene que x € f~™(V). Por lo tanto, U N f~"(V') # 0. |

Para un mejor estudio de los sistemas dinamicos, se han realizado clasificaciones de éstos
dependiendo del comportamiento en su dindmica. Una primera clasificacién de los sistemas
dinamicos discretos que presentamos para nuestros fines, esta dada en la Definiciéon 1.62, pro-
piedades que ya han tenido en gran estudio actualmente, por ejemplo vea [13],[20] y [25]. Cabe
mencionar que la propiedad de compacto transitivo es una de las propiedades introducidas re-
cientemente, vea [13].

Definicién 1.62. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que (X, f) es:

1. Mezclante si para cualesquiera U, V' subconjuntos abiertos no vacios en X, existe n € Z,
tal que U N f~*(V) # 0, para todo k > n.

2. Débilmente mezclante si para cualesquiera Uy, Us, Vi, Vo subconjuntos abiertos no vacios

de X, existe n € Z, tal que UN f~Y(V1) # 0y Uy N f7(Va) # 0.

3. Transitivo si para cualesquiera dos subconjuntos U,V abiertos no vacios de X existe
n € Zy tal que UN f~™(V) #£ 0.

4. M-sistema si el sistema es transitivo y el conjunto de los puntos casi-periddicos es denso
en X.

5. Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cuél es no vacio, cerradoy f(A) C A.

6. Compacto transitivo si para cada x € X, existe z € X tal que N¢(z,G) N N¢(U,V) # 0,
para cada vecindad G de z y para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U,V de
X.

Definicién 1.63. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Decimos que x es un punto
minimal de X, si <O($, 1), f) es un subsistema minimal de (X, f). Denotamos por AP(f) al
conjunto de todos los puntos minimales de X.

Una prueba para el Lema 1.64, la puede encontrar en [I8], Lema 3.3.5].
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Lema 1.64. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que (X, f) es mezclante si y sélo si
para cada par de subconjuntos U,V abiertos no vacios de X, se tiene que N;(U, V') es cofinito.

En la Proposicion 1.65 y la Proposicion 1.66, se muestran algunas propiedades, relacionadas
con la Definicion 1.62, que presenta en su dinamica la funcion tienda y la funcion logistica,
respectivamente. Para mas detalles puede revisar [10], [I8] y [25].

Proposicién 1.65. Consideremos el sistema dindmico definido en el Ejemplo 1.50. El sistema
dindmico ([0, 1],7") es mezclante, débilmente mezclante, transitivo, compacto transitivo y el
conjunto Per(T) es denso en X.

Proposicién 1.66. Consideremos el sistema dindmico definido en el Ejemplo 1.51. El sistema
dindmico ([0, 1], L) es mezclante, débilmente mezclante, transitivo, compacto transitivo y el
conjunto Per(L) es denso en X.

Algunas de las propiedades que presenta la funcién rotacion irracional relacionadas con la
Definicién 1.62 se mencionan la siguiente proposicién, dicho resultado lo puede consultar en
[25].

Proposiciéon 1.67. El sistema dindmico (S!, R,) es transitivo y minimal.

Terminamos esta secciéon mencionando la Proposicion 1.68, donde se muestran algunas re-
laciones que se tienen entre este tipo de sistemas. Una prueba para dicho resultado la puede
revisar en [18, Teorema 3.3.12].

Proposicién 1.68. Sea (X, f) un sistema dindmico. Los siguientes enunciados son verdaderos:

1. Si (X, f) es mezclante, entonces (X, f) es débilmente mezclante.

2. Si (X, f) es débilmente mezclante, entonces (X, f) es compacto transitivo.
3. Si (X, f) es compacto transitivo, entonces (X, f) es transitivo.

4. Si (X, f) es M-sistema, entonces (X, f) es transitivo.

En base a la Proposicion 1.68, se obtiene el siguiente diagrama, en el cual se representa
de manera grafica algunas relaciones que se tienen entre los sistemas dindmicos dados en la
Definicién 1.62.

Mezclante

Débilmente mezclante

Compacto transitivo

Transitivo M-sistema

Figura 1.4: Relaciones entre sistemas dinamicos discretos.



Capitulo 2

Sensibilidad en sistemas dinamicos

En este capitulo mencionaremos algunas propiedades presentadas en los sistemas dinamicos
discretos relacionadas con la sensibilidad, daremos algunas relaciones que se tienen entre estas
propiedades asi como también algunos ejemplos més representativos de sistemas dindmicos.
Terminamos mencionando tipos de sensibilidad con respecto a las familias de Furstenberg, de
igual manera algunas relaciones que se tienen entre estas propiedades y que nos son de gran
interés.

2.1. Sensibilidad

Saber si la dindamica de un sistema dinamico presenta sensibilidad es muy importante para
determinar si existe caos en dicho sistema. Empezamos mencionando clasificaciones que se han
realizado en los sistemas dinamicos relacionados con la propiedad de sensibilidad.

Definicién 2.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que el sistema dinamico (X, f) es:

1. Sensible si existe € > 0 tal que para todo x € X y para toda > 0, existen y € B(x,0) y
n € Zy tales que d(f™(z), f*(y)) > €. A € se le conoce como constante de sensibilidad.

2. Cofinitamente sensible si existe 6 € R, tal que para cada abierto U en X, se tiene que
N (U, ) es cofinito.

3. Gruesamente sensible si existe 0 € R, tal que para cada abierto U en X, se tiene que
N (U, 9) es grueso.

4. Sindéticamente sensible si existe 6 € R, tal que para cada abierto U en X, se tiene que
N (U, 9) es sindético.

5. Gruesamente sindéticamente sensible (TSS) si existe 0 € R, tal que para cada abierto U
en X, se tiene que Ny(U,d) es gruesamente sindético.

6. Multisensible si existe € > 0, tal que para cualquier k£ € Ny para cualesquiera Uy, Us, ..., Uy
k
subconjuntos abiertos no vacios en X, ﬂ{n € Zy : didm(f"(U;)) > € # 0}, es decir, exis-

i=1
te n € Z, tal que didm(f"(U;)) > €, para todo i € {1,2,...,k}. A € se le conoce como
constante de multisensibilidad.

17
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7. Infinitamente sensible si existe € > 0 tal que para cualquier x € X y cualquier 6 > 0,
existe y € B(x,d) tal que limsup d(f"(x), f"(y)) > e.
n—oo
8. Colectivamente sensible si existe € > 0 tal que para cualesquiera puntos x1,...,z, € X
y 0 > 0, existen n puntos distintos y1,ys,...,y, € X yv k € Z, tales que satisfacen las
siguientes condiciones:

(i) d(x;,y;) < d para todoi € {1,2,...,n};
(ii) Existe ig € {1,2,...,n} tal que d(f*(z;), f¥(vi,)) > € para todo i € {1,2,...,n} o
d(f*(zs,), f¥(y;)) > € para todo i € {1,2,...,n}.

Una vez mencionadas estas clasificaciones, pasamos a dar un ejemplo de un sistema dindamico
que presenta sensibilidad en su dindmica.

Ejemplo 2.2. El sistema dindmico (X5, o), definido en el Ejemplo 1.49, es sensible.
En efecto: Sea ¢ = % Sean © = xgx1Ty... € Yoy 6 > 0. Veamos que (X9, 0) es sensible con ¢
constante de sensibilidad. Sea N € N tal que

=1 1
n=N+1
Consideremos a y = £oT1 ... TNYN+1YNL2 - - -, CON Yni1 F# Tyo1. Notemos que
TR DL = I e D T
’ 2n 2n AL 2N ’
n=0 n=N+1 n=N+1

Ademds, oV (xg) # oV (yp). Asi,

01 (2) 01y = S LT = (] [ ) = A )]y 1

n=0

Por lo tanto, (X9, 0) es sensible con % constante de sensibilidad.

A continuacién mostramos un ejemplo de un sistema dindmico que no es sensible.

Ejemplo 2.3. Consideremos el sistema dinamica (S*, R,), definido en el Ejemplo 1.52. Se tiene
que el sistema dindmico (S', R,) no es sensible. En efecto;
Sean € > 0y x € S'. Sea y € B(xz,¢). Notemos que para todo n € Z,:

d(Ry(w), Bo(y)) = [Ra(2) = Ra(y)]
— ’627riax o 627riay’

Y|
=lz—yl=d(z,y) <e.

— |€2ﬂia‘ |l‘ .
Una prueba para la Proposicion 2.4 la puede encontrar en [22, Proposicién 1].

Proposicién 2.4. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es sensible y el conjunto de puntos
periddicos de f es denso en X, entonces (X, f) es sindéticamente sensible.
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La Proposicion 2.5, nos muestra algunas de las tantas propiedades que se presentan en la
dindmica de la funcién tienda en el intervalo [0, 1]. Una prueba para dicho resultado la puede
verificar en [I8, Ejemplo 4.3.3].

Proposicion 2.5. Consideremos el sistema dinamico definido en el Ejemplo 1.50. El sistema
dindmico ([0,1],7T) es sensible, cofinitamente sensible, gruesamente sensible, tickly sindética-
mente sensible y multisensible.

Como consecuencia de la Proposicion 1.65 y de la Proposicion 2.4 se obtiene otra propiedad
de la funcién tienda, resultado que enunciamos a continuacion.

Proposicion 2.6. Consideremos el sistema dinamico definido en el Ejemplo 1.50. El sistema
dindmico ([0, 1],7") es sindéticamente sensible.

La funcion logistica presenta una dindamica similar a la dindmica de la funcién tienda, la
Proposicién 2.7, se obtiene de [I8, Ejemplo 5.1.6].

Proposiciéon 2.7. Consideremos el sistema dinamico definido en el Ejemplo 1.51. El sistema
dindmico ([0, 1], L) es sensible, cofinitamente sensible, gruesamente sensible, tickly sindética-
mente sensible y multisensible.

De manera similar, como consecuencia de la Proposicion 1.65 y de la Proposicion 2.4/ se
obtiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.8. Consideremos el sistema dinamico definido en el Ejemplo 1.51. El sistema
dindmico ([0,1], L) es sindéticamente sensible.

Terminamos esta seccién mostrando la Proposicion 2.9 un resultado til para verificar cuando

un subshift es sensible. Una prueba para dicho resultado la puede verificar en [22], Proposicién
4].

Proposicién 2.9. Sea (X, o) un espacio shift. Se cumple que (X, o) es sensible si y solo si X
no tiene puntos aislados.

2.2. Relaciones entre sistemas dinamicos de tipo sensi-
bles

Iniciamos esta seccion mostrando equivalencias a la definicién de sensibilidad. Lo cual nos
es de gran utilidad para mostrar algunas relaciones que se tienen entre los sistemas dinamicos
de tipo sensibles dados en la Definicién 2.1.

Una prueba para la Proposicién 2.10, la puede revisar en [I8, Proposicién 4.1.4]. Dicho
resultado nos es 1util para probar el Lema 2.41 y la |Proposicion 2.49.

Proposicién 2.10. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que (X, f) es sensible si y s6lo si
existe € > 0, tal que para todo subconjunto abierto no vacio U de X, el conjunto N¢(U,¢e) # 0.

El Teorema 2.11, nos muestra otra equivalencia a la propiedad de sensibilidad. Una prueba
para dicho resultado, se puede encontrar en [3, Teorema 3.4]. Dicha caracterizacién serd ttil en
la prueba del Teorema 2.50.



CAPITULO 2. SENSIBILIDAD EN SISTEMAS DINAMICOS 20

Teorema 2.11. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se tiene que (X, f) es sensible si y sélo si
existe € > 0 tal que el conjunto

{(z,y) € X x X : limsupd(f"(z), f"(y)) > ¢}

n—oo

es denso en X x X.

En el Teorema 2.12, mostramos que un sistema dindmico sensible es equivalente a un sistema
dindmico infinitamente sensible. Ademads, dicho resultado nos ayuda a verificar el Lema 2.41.

Teorema 2.12. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se tiene que (X, f) es infinitamente sensible
si y sélo si (X, f) es sensible.

Demostracién. Supongamos que (X, f) es infinitamente sensible. Veamos que (X, f) es sen-
sible. Sean = € X y ¢ > 0. Por hipétesis, existen ¢g > 0y y € B(x,d) tal que

lim sup d(f"(z), f"(y)) = €o.

n—oo

Luego, existe ng € N tal que d(f™(x), f™(y)) > %0. Por lo tanto, (X, f) es sensible con constante
de sensibilidad %.

Ahora supongamos que (X, f) es sensible con € > 0 constante de sensibilidad. Veamos que
(X, f) es infinitamente sensible. Sea N € N y definamos

€

Dy = {(x,9) € X x X 1 d(f"(2). /"(y) < ;

, para cada n > N}

Note que Dy es un conjunto cerrado en X x X. Ademds se cumple que int(Dy) = 0, para
verificar eso supongamos que int(Dy) # (). Luego, existen subconjuntos U,V C X abiertos no
vacios tal que U x V' C Dy, esto implica que para cualquier pareja (z,y) € U x V,

d(f"(z), ["(y)) <

, para todon > N.

%Im

De aqui, notemos que para cualesquiera z,xy € U y para todo n > N se tiene que:

d(f™ (1), f"(22)) < d(f"(21), [" () + d(f"(y), [ (22)) < 7 +

£
4 2

o] o

Sean rp € U y N € N. Definamos U* = ﬂf‘z( (fz (o), )) N U. Note que U* C U es

un subconjunto abierto y no vacfo. Sea y € U*. Luego, y € f~° (B (fi(mo), %)), para todo
i €{1,2,...,N}. De donde fi(y) € B (fi(), %) para todo i € {1,2,..., N}. Esto implica que

™

d(f'(y), f'(z0)) < = para todo i € {1,2,...,N}. (2.2)

[\

)

Ademds, por (2.1), se tiene que d(f*(x), f'(y)) < % para todon > N. Con todo, para todo
y € U* y para todo n € N se tiene que d(f*(zo), f'(y)) < €. De donde (X, f) no es sensible.
Lo cual es una contradiccién. Con esto int(Dy) = (. Luego, Dy es denso en ninguna parte en

X
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X x X. Hagamos, sea D = U Dy . Note que D es un conjunto de primera categoria en X x X.

neN
Luego, el conjunto

(X xX)\D= {(w,y) : VN € N, existe n > N tal que d(f"(x), f"(y)) > Z}

es un conjunto residual en X x X. Ahora, supongamos que X no es infinitamente sensible,

es decir para € > 0 existe xg € X y 1y > 0 tal que para todo y € B(xp,19) se tiene que

lim sup d(f"(zo), " (y)) < 16—6 Como (X x X)\ D es residual existe (y1,vy2) € (B(zo,m0) X
n—oo

B(zo,m0)) N ((X x X)\ D). Como para cualquier n € N,

€ e €
AP (). S (o)) < A () 7 @0)) + (7 (20), £ (02) € 12+ 15 = 5
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (X, f) es infinitamente sensible. |

Como consecuencia del Ejemplo 2.2/ y del Teorema 2.12/ obtenemos la siguiente proposicion.
Proposicién 2.13. El sistema dindmico (X9, 0) es infinitamente sensible.

Por el Ejemplo 2.5 y por el Teorema 2.12; se obtiene el siguiente resultado.
Proposicién 2.14. El sistema dindmico ([0, 1],7") es infinitamente sensible.

Por el [Ejemplo 2.7 y por el Teorema 2.12, obtenemos la siguiente proposicion.
Ejemplo 2.15. El sistema dindmico ([0, 1], L) es infinitamente sensible.

El Teorema 2.16 muestra las relaciones que se tienen entre los distintos tipos de sensibilidad,
una prueba para dichas relaciones las puede consultar en [I8, Proposicién 4.2.1, Proposicién
4.2.2, Teorema 4.2.5, Teorema 4.2.6].

Teorema 2.16. Sea (X, f) un sistema dindmico. Las proposiciones siguientes son verdaderas:
1. Si (X, f) es cofinitamente sensible, entonces (X, f) es gruesamente sindéticamente sensible.

2. Si es gruesamente sindéticamente sensible, entonces (X, f) es multisensible.

- SHX )
3. Si (X, f) es multisensible, entonces (X, f) es gruesamente sensible.
4. 51 (X, f)

Si es gruesamente sensible, entonces (X, f) es sensible.

Proposicién 2.17. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es cofinitamente sensible, entonces
(X, f) es sindéticamente sensible.

Demostracién. Supongamos que (X, f) es cofinitamente sensible. Sea U C X abierto no vacio.
Por hipdtesis, existe § > 0 tal que N¢(U, d) es cofinito. Luego, por la [Proposicion 1.5, se tiene
que N;(U,0) es sindético. Por lo tanto, (X, f) es sindéticamente sensible. |



CAPITULO 2. SENSIBILIDAD EN SISTEMAS DINAMICOS 292

En la Figura 2.2, se presenta un diagrama de las relaciones que se tienen entre los tipos de
sensibilidad, el cual se obtiene del Teorema 2.12; Teorema 2.16 y de la Proposicion 2.17.

Cofinitamente sensible Sindéticamente sensible

| |

Gruesamente sindéticamente sensible Sensible =—— Infinitamente sensible
Multisensible Gruesamente sensible

Figura 2.1: Diagrama que muestra algunas relaciones entre los sistemas dindmicos del tipo
sensible.

Terminamos esta seccién mostrando un diagrama, Figura 2.2, donde se muestran relaciones
entre sistemas dinamicos de tipo sensibles y sistemas dinamicos de tipo transitivos.

Cofinitamente sensible InﬁnitameTte sensible Débilmente mezclante

| |

Gruesamente sindéticamente sensible Sensible Compacto transitivo

| |

Multisensible Gruesamente sensible Transitivo

Figura 2.2: Diagrama que muestra algunas relaciones entre sistemas dinamicos.

Ejemplo 2.18. Por la [Figura 2.2/ y el Ejemplo 2.3 los enunciados siguientes son verdaderos.
El sistema dindmico (S!, R,) cumple lo siguiente:

1. El sistema dindmico (S', R,) no es débilmente mezclante.

2. El sistema dindmico 0 es cofinitamente sensible.

3. El sistema dindmico (S?, no es gruesamente sindéticamente sensible.

4. El sistema dindmico (S*,

Ch
(
(
(
(
(

no es compacto transitivo.

5. El sistema dindmico no es multisensible.

6. El sistema dindmico (S, no es gruesamente sensible.

R
R
S R,
R
R

7. El sistema dindmico (S?, o es infinitamente sensible.

2.3. Familias de Furstenberg

En esta seccion recordamos conceptos relacionados con las familias de Furstenberg ya que
nos sera util para poder definir otras propiedades relacionadas a la sensibilidad con respecto a
una familia de este tipo.
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Definicién 2.19. Sean i € Z, y F € P(Z.). Se definen los conjuntos
Fii={j+i:jeF}nZ, vy F—i={j—i:jeF}nLZ,.

Definicién 2.20. Un subconjunto & de P(Z.) es una familia de Furstenberg, si para cuales-
quiera Fy, Fy € P(Zy) tales que Fy C Fy y Fy € & implica que F» € F.

A continuacién mostramos ejemplos de familias de Furstenberg.

Ejemplo 2.21. Consideremos la familia B = {4 € P(Z,) : A es infinito}. Se tiene que B es
una familia de Furstenberg.

En efecto, sean A, B € P(Z.) tales que A C By A € B. Como A € B entonces A es infinito y
puesto que A C B se tiene que B es infinito. Por lo tanto, B € B. Y con esto B es una familia
de Furstenberg.

Ejemplo 2.22. Usando la |[Proposicion 1.3, se puede verificar que las siguientes familias son de
Furstenberg.

1. ¥y ={F € P(Z;) : F es grueso}.

2. F.={F € P(Z) : F es cofinito}.

3. F,={F € P(Zy) : F es sindético}.

4. Fys ={F € P(Z;) : F es gruesamente sindético}.

Definicién 2.23. Sean ¥, y F, familias de Furstenberg. Se define & - F = {F1 N Fy : F} €
9‘71, F2 c 9:2}

Definicion 2.24. Sea ¥ una familia de Furstenberg. Se dice que F es:
1. Propia si & es un subconjunto propio de P(Z.).
2. Filtro dual si F es propiay ¥ -F C F.

3. Traslacion invariante si para cualquier F' € ¥ y para cualquier i € Z,, F+i € F y
F—ieZ.

Observacién 2.25. Una familia F es propiasiysflosiZ, € F y 0 ¢ F.
En este trabajo de tesis, todas las familias con las que trabajamos son propias.

Definicién 2.26. Sean & una familia de Furstenberg. La familia dual de %, denotada por k%,
se define como:

kF ={F € P(Zy): FNF' #(, para cualquier F' € F}.

Ejemplo 2.27. La familia dual de la familia B, definida en el Ejemplo 2.21; es kB = {F €
P(Z,) : F es cofinito}.

Proposicién 2.28. Sea & una familia de Furstenberg. La familia dual de & es de Furstenberg.
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Demostracién. Sean Ay, Ay € P(Z.) tales que A C Ay y Ay € k%F. Sea F' € &, notemos
AiNF C Ay N F y puesto que A; € k% se tiene que A; N F # (). Luego, Ay N F # (). Con esto
Ay € k% . Por lo tanto, la familia k¥ es de Furstenberg. |

Proposicién 2.29. La familia kB es traslacion invariante.

Demostracién. Sean F' € kBy i € Z,. Notemos, |Z, \ (F +1)| = |Z, \ F| < co. Luego, F +i
es cofinito. Asi, F'+1¢ € kB. De manera similar se puede verificar que F'— ¢ € kB. Por lo tanto,
kB es traslacion invariante. [ |

Proposicién 2.30. La familia kB es un filtro dual.

Demostracién. Dado que () no es cofinito, el conjunto () ¢ kB. De aqui, kB es propia. Por
otro lado, veamos que kB - kB C kB. Sea F' € kB - kB. Luego existen F, Fy, € kB tales que
F = F; N F;. Notemos:

Zi\F =74\ (1N Fy) = (Zs \ F1)U(Zs\ F2).

Puesto que Fi, F, son cofinitos, se tiene que (Zy \ F1) U (Zy \ F>) es finito. Luego, Z, \ F es
finito. Asi, F' es cofinito. Por lo tanto, F' € kB. Con todo, kB es un filtro dual. [ |

La prueba para la Proposicion 2.31, es un argumento similar a la prueba de la Proposicion
2.30.

Proposicién 2.31. La familia . = {F € P(Z,) : F es cofinito} es un filtro dual.

Lema 2.32. El conjunto M(07) = {F € B: D(F) > 0} es una familia de Furstenberg.

Demostracién. Sean A, Ay € P(Z,) tales que A; C Ay y A € M(0F). Como A; € M(0%)
entonces A; es infinito y es tal que D(A;) > 0. Sea n € Z,. Puesto que A; C A, se sigue que
A n{0,1,...,n—1} C A,n{0,1,...,n— 1}. Luego,

1A, N{0,1,...,n— 1} < [A4,N{0,1,...,n—1}].

En consecuencia,

1 1
limsup — |4; N {0,1,...,n —1}| <limsup — |43 N {0,1,...,n — 1}].
n n

Con esto, 0 < D(A;) < D(A,). De donde D(A4y) > 0. Asi, Ay € M(0F). Por lo tanto, M(0%)
es de Furstenberg. [ |

2.4. % -sensibilidad

En esta secciéon mencionamos otra clasificacién de sistemas dindmicos relacionadas con la
sensibilidad con respecto a una familia de Furstenberg. Asi como también algunas relaciones
que se presentan entre ellos.

Definicién 2.33. Sean (X, f) un sistema dindmico y ¥ una familia de Furstenberg.

1. Un punto (z,y) € X x X es un par (¥F,0)-sensible de f para algin § > 0 si {n € Z; :
d(f™(x), f"(y)) > 0} € F. Denotaremos como Par s al conjunto de todos los pares
(F,0)-sensible de f.
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2. (X, f) tiene pares F -sensible casi por todas partes si existe un § > 0 tal que para cualquier
subconjunto abierto no vacio U de X, existen z,y € U tales que (x,y) es un par (¥,0)-
sensible.

3. (X, f) es F-sensible si existe ¢ > 0 tal que para cualquier subconjunto abierto no vacio U
de X, se cumple que {n € Z; : didam(f"(U)) > e} € F.

4. (X, f) es ergodicamente sensible si existe € > 0 tal que para cualquier subconjunto abierto
no vacio U de X, se cumple que {n € Z, : didm(f"(U)) > e} € M(O™).

Definicién 2.34. Sean (X, f) un sistema dindmico, z € X y ¥ una familia de Furstenberg. Se
dice que = es un punto F -recurrente de f si N¢(x,U) € F para cualquier vecindad U no vacia
de x.

Para el siguiente ejemplo es necesario recordar que B = {A € P(Z.) : A es infinito}, es la
familia definida en Ejemplo 2.21.

Ejemplo 2.35. Consideremos el sistema dindmico (X9, 0) y la familia B de Furstenberg.
Sea = (100)* € ¥,. Veamos que z es un punto B-recurrente de o. Sea U una vecindad de x.
Veamos que N, (z,U) € B. Notemos que:

o(z) = 001001001 . ..
o*(z) = 010010010 .. ..
o®(x) = 100100100 . .

Es decir,  es un punto periédico de o de periodo 3. Luego, o®(z) € U. Més atin, o°"(x) € U,
para todo n € N. Esto implica que 3n € N,(z,U), para todo n € N. Asi, N,(z,U) es infinito.
Luego, N,(z,U) € B. Por lo tanto, x es un punto B-recurrente.

La Proposicién 2.36| nos caracteriza sistemas dindmicos de tipo sensibles con familias de
Furstenberg en particular. Para enunciar dicho resultado es necesario recordar las familias dadas
en el Ejemplo 2.22.

Proposiciéon 2.36. Sean (X, f) un sistema dindmico y ¥ una familia de Furstenberg. Los
siguientes enunciados son verdaderos.

1. (X, f) es gruesamente sensible si y sélo si (X, f) es F-sensible
2. (X, f) es cofinitamente sensible si y sélo si (X, f) es F.-sensible
3. (X, f) es sindéticamente sensible si y sélo si (X, f) es Fs-sensible

4. (X, f) es gruesamente sindéticamente sensible si y sélo si (X, f) es Fi-sensible

Demostracién. 1. Supongamos que (X, f) es gruesamente sensible con ¢ constante de sensibi-
lidad. Sea U C X abierto no vacio. Por hipdtesis N¢(U,d) es grueso. Luego, por la Observacién
1.57 se tiene que N¢(U,0) = {n € Zy : didm(f™(U)) > 0}. De aqui, {n € Z, : didam(f™(U)) >
0} € F. Por lo tanto, (X, f) es F-sensible.

Reciprocamente, supongamos que (X, f) es F-sensible, con § constante de sensibilidad. Sea
U C X abierto y no vacio. Por hipétesis se tiene que {n € Z, : diam(f"(U)) > 6} € . Luego,
por la Observacién 1.57 se obtiene que {n € Z, : didm(f"(U)) > 6} = N¢(U,0). Asi, N¢(U,0)
es grueso. Por lo tanto, (X, f) es gruesamente sensible. De manera similar se prueba los puntos
2,3y4. [
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La Proposicién 2.37 nos muestra que para verificar la propiedad de % -sensibilidad en un
sistema dindmico, solo basta verificarlo en un subconjunto denso del espacio. Dicho resultado
es muy necesario para verificar la prueba del Teorema 4.43 y otros resultados en el capitulo 4.

Proposicién 2.37. Sean (X, f) un sistema dindmico, ¥ una familia de Furstenberg y D C X
denso en X. Si para todo V' C D abierto no vacio en D se cumple que {n € Z, : didm(f"(V)) >
e} € F | entonces (X, f) es F-sensible.

Demostracién. Sea V' C D abierto no vacio en D. Luego, existe U C X abierto no vacio tal
que V=UND. Note que U N D C U. De aqui,

{neZ;:diam(f"(UND)) >e} C{ne€Zy:didm(f"(U)) > e}. (2.3)

Como {n € Z, : diam(f"(U N D)) > e} € F y F es de Furstenberg se obtiene que {n € Z, :
didm(f™(U)) > e} € F. Por lo tanto, (X, f) es F-sensible. |

Una prueba para el Teorema 2.38 la puede encontrar en [31, Teorema 2.1].

Teorema 2.38. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si para cualesquiera U, V' subconjuntos de X
abiertos no vacios se cumple que:

D(N;(U,U)) + D(N; (U, V)) > 1 6 D(N; (U, U)) + D(N; (U, V)) > 1,
entonces (X, f) es ergédicamente sensible.

Proposicién 2.39. El sistema dindmico ([0, 1],7") es ergédicamente sensible.

Demostracion. Sean U,V C X abiertos no vacios. Por la [Lema 1.65 se tiene que el sistema
dindmico ([0, 1],7") es mezclante. Luego, por la Lema 1.64 se obtiene Nr(U,U) es cofinito. De
donde, por la Proposicién 1.8 resulta que D(Np(U,U)) = 1. Asi, D(Nr(U,U))+D(Nr(U,V)) >

D(Nr(U,U)) = 1. Por lo tanto, por el Teorema 2.38 se concluye que el sistema ([0,1],7) es
ergddicamente sensible. [ |

Para la demostracion de la Proposicion 2.40 se usa un argumento similar a la prueba de la
Proposicion 2.39.

Proposicién 2.40. El sistema dindmico ([0, 1], L) es ergédicamente sensible.

2.5. Relaciones entre sistemas dinamicos ¥ -sensibles

A continuacién mostramos una equivalencia a la propiedad de sensibilidad de un sistema
dindmico.

Lema 2.41. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se tiene que (X, f) es sensible si y sélo si (X, f)
es B-sensible.

Demostracién. Supongamos que (X, f) es sensible. Por el Teorema 2.12; se tiene que (X, f)
es infinitamente sensible, luego existe £g > 0 constante de sensibilidad. Sean ¢ = EO yUCX

abierto y no vacio. Veamos que {n € Z, : diam(f™(U)) > ¢} € B, es decir, probemos que {n €
Z : didm(f"(U)) > €} es infinito. Sea x € U. Luego, existe § > 0 tal que B(z,d) C U. Ademas,
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como (X, f) es infinitamente sensible existe y € B(x,d) tal que limsupd(f™(z), f"(y)) > eo,

n—oo

inf sup d(f"(x), f"(y) > eo. (2.4)

meN p>m

esto implica que

De aqui, resulta que gy es cota inferior del conjunto: sup,,s,, d(f"(x), f"(y) > ey > € para
todo m € N. Sea m € N. Luego, sup, >, d(f™(z), f*(y) > ¢ de donde € no es cota superior de
d(f™(z), f*(y), es decir, existe n,, > m tal que d(f""(z), f"(y)) > . Con esto, para cada m €
N existe n,, € N tal que d(f""(z), f*(y)) > e. Esto implica que {n € Z, : didam(f™(U)) > €}
es infinito. Por lo tanto (X, f) es B-sensible.

Ahora supongamos que (X, f) es B-sensible con gy constante de sensibilidad. Veamos que (X, f)
es sensible usando la Proposicion 2.10. Sean ¢ = g y U C X abierto no vacio. Por hipdtesis,
{n € Z, : didm(f"(U)) > &0} € B. Esto implica que, {n € Z, : didm(f™(U)) > eo} # 0.
Luego, existe ng € Z, tal que didam(f"(U)) > eo. De aqui, existen uj,us € U tales que
d(f™(uy), f(ug)) > 9 = €. Con esto resulta que ng € Ny(U,¢). Luego, N¢(U,e) # (. Por la
Proposicion 2.10, obtenemos que (X, f) es sensible. |

Como consecuencia de la Proposicion 2.2 y del Lema 2.41, se obtiene la siguiente proposicion.
Proposicion 2.42. El sistema dindmico (29, 0) es B-sensible.

Por la Proposicion 2.5 y por el Lema 2.41, tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 2.43. El sistema dindmico ([0, 1], T") es B-sensible.

De manera similar, por la Proposicion 2.7 y por el Lema 2.41, obtenemos la siguiente pro-
posicion.

Proposicién 2.44. El sistema dindmico ([0, 1], L) es B-sensible.
Como consecuencia del Lema 2.41 y del Ejemplo 2.3, se obtiene la siguiente proposicién.
Proposicién 2.45. El sistema dindmico (S!, R,) no es B-sensible.

Proposicién 2.46. Sean (X, f) un sistema dindmico y & una familia de Furstenberg. Si (X, f)
tiene pares F-sensible casi por todas partes, entonces (X, f) es F-sensible.

Demostracién. Supongamos que (X, f) tiene pares & -sensibles casi por todas partes, con § >
0 constante de sensibilidad. Sean U C X abierto no vacio. Veamos que {n € Z, : diam(f"(U)) >
0} € F. Por hipétesis, existe (z,y) € U tal que (x,y) es un par (%,0d)-sensible. Es decir,
{n€Zy:d(f"(z), f"(y) > o} € F. Ademés, {n € Z; : d(f"(z), ["(y)) > 6} C {n € Z, :
didm(f™(U)) > 6} y puesto que F es de Furstenberg resulta que {n € Z, : didm(f"(U)) >
0} € F. Por lo tanto (X, f) es F-sensible. [

El siguiente corolario resulta de aplicar la Proposicion 2.46 a la familia de Furstenberg B
definida en el Ejemplo 2.21.

Corolario 2.47. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) tiene pares B-sensible casi por todas
partes, entonces (X, f) es B-sensible.

De la Proposicion 2.45 y el Corolario 2.47 se sigue el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.48. El sistema dindmico (S', R,) no tiene pares B-sensible casi por todas partes.
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Proposicién 2.49. Sean (X, f) un sistema dindmico y & una familia de Furstenberg. Si (X, f)
es F-sensible, entonces (X, f) es sensible.

Demostracién. Supongamos que (X, f) es F-sensible con gy constante de sensibilidad. Pro-
bemos que (X, f) es sensible usando la Proposicion 2.10. Sean ¢ = ¢y y U C X abierto no
vacio. Por hipétesis, {n € Z; : didm(f™*(U)) > o} € F. Note que {n € Z, : diam(f"(U)) >
g0} # ). Luego, existe m € Z, tal que didam(f™(U)) > eg. De aqui, existen y, z € U tales que
d(f™(y), [™(z)) > eo = €. Con esto, m € N¢(U,e). Asi, N¢(U,e) # 0. Por lo tanto, (X, f) es

sensible. [ |
El Teorema 2.50, nos da condiciones para que sensibilidad sea equivalente a % -sensibilidad.

Teorema 2.50. Sean (X, f) un sistema dindmico y ¥ una familia de Furstenberg traslacién
invariante. Si para cualquier subconjunto abierto no vacio U de X x X, existe p € U tal que
Ny ¢(p,U) € F, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (X, f) es sensible.

2. (X, f) es F-sensible.

3. (X, f) tiene pares F-sensibles casi por todas partes.
4. W:X x X, para algun ¢ > 0.

Demostracién. Primero veamos que (1) implica (4). Supongamos que (X, f) es sensible y
veamos que el conjunto Paresg 5y es denso en X x X para algin 6 > 0. Sea U C X x X. Luego,
existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, Uy C X tales que Uy x Uy C U. Como (X, f) es
sensible, por el Teorema 2.11, existe € > 0 tal que el conjunto

A={(z,y) € X x X : limsupd(f"(z), ["(y)) > ¢}

n—00

es denso en X x X. Luego,
Aﬁ(Ul X U2> #@

De aqui, existe (z,y) € U; x U, tal que limsupd(f"(z), f"(y)) > €. Esto implica que, existe

n—o0

k € N tal que d(f*(z), f*(y)) > . Sea & = d(f*(x), Zk(y)) —¢|

B(z,v) x B(y,v1) C Uy x Us. Por otro lado, por el Teorema 1.37, f es uniformemente continua.
Asi, para £ existe 75 > 0 tal que para cualquier z;,2o € X con d(z1,29) < 72 y cualquier
0 <4 < k se tiene que d(f"(z1), f'(22)) < £. Haciendo v = min{y;, 72}, de lo anterior se obtiene
lo siguiente:

. Ademas, existe 7, > 0 tal que

(a) B(z,v) x B(y,y) CUy xUy CU.

(b) Para cualquier 21, 2o € X con d(21, z) < vy cualquier 0 < i < k se tiene que d(f*(z1), f(22)) <

€.
Por otro lado, por hipétesis, existe (z1,y1) € B(z,7) x B(y,v) C U tal que

Nf><f ((l‘l,yl),B(l',’}/) X B(?/aV)) €F.
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Luego, de (b) se tiene que para cualquier (zo,y2) € B(z,7v) X B(y,7),

d(f*(@), fF(y) < d(fM (@), fFla2)) + d(fF(22), [F(y2)) + d(fF(y2), [F(y))
< E+d(fF (o), () + ¢
= d(f*(x2), f*(y2)) + 2¢.

Con esto,
e <d(f*(x), fF(y)) — 26 < d(f*(x2), f*(y2))- (2.5)
Luego, para cualquier j € Nyy¢((21,11), B(z,7v) X B(y,7)), de (2.5) se tiene que

d(f* (zy), 9 (y1)) > e.

Esto implica que

fof((arl,yl),B(x,v) X B(y,v)) + k’ - fof((J?l,yl),X X X \A_E), (26)

donde A, = {(z,y) € X x X :d(x,y) < €}. Como ¥ es de translacién invariante resulta que
Niwi((x1,11), B(x,v) x B(y,v)) +k € F. Con esto se sigue que Ny ((z1,91), X x X\ A,) € F.
De aqui, (z1,11) € Paresg ). Como (z1,11) € U, se tiene que Paresz ) N U # (). Por lo tanto,
el conjunto Paresz ) es denso en X x X.

Ahora, veamos que (4) implica (3). Supongamos que existe 6 > 0 tal que Paresz s5) es denso
en X x X. Sea U C X abierto y no vacfo, por hipétesis Pares(z 5y N U # 0. De aqui, existe
(z,y) € U tal que (z,y) es un par (%,d)-sensible. Con esto, (X, f) tiene pares F-sensible casi
por todos lados.

Luego, (3) implica (2), se tiene por la Proposicion 2.46. Finalmente, (2) implica (1) se obtiene
por la Proposicion 2.49. |



Capitulo 3

Dinamica en el producto X x Y

En este capitulo estudiamos la dindmica en el sistema dinamico producto, discutimos cémo
las condiciones o propiedades que se presentan en la dindmica de un sistema dindmico influye
al comportamiento de la dindmica en un sistema producto o viceversa.

Recordemos que dados los conjuntos X1, X, ..., X} denotamos y definimos el producto car-
testano como:

Xy x Xg X oo X Xp ={(x1,29,...,21) 1 2, € X, paracadai € {1,2,...,k}}.

Para simplificar la notacién, para X; x Xy x --- X X}, escribimos simplemente [[,_; X;. De
manera similar, dados X, X5, X3,... una sucesion de conjuntos, denotamos al producto como
[1;2, X;. Cuando X; = X para todo i € N escribimos [[;~; X.

A continuacién definimos la funcién producto y recordamos algunas propiedades que se
satisfacen en el producto de espacios métricos compactos, todo esto para cuando k& = 2, que
también se puede extender al producto de k espacios.

Definicién 3.1. Sean X,Y espacios métricos, f : X — X y g: Y — Y funciones. Se define la
funcion producto, denotada como f x g: X xY — X x Y, dada por

(f x 9)((z,y)) = (f(x),9(y)), para cada (z,y) € X x Y.

Lema 3.2. Sean (X,d;) y (Y, ds) espacios métricos. La funcién d : X x Y — X x Y definida
como:

d((xlayl)a (x27y2)) = \/d%($17x2> + d%(ylayQ)a para todo (x17y1>a (x27y2) € X x K

es una métrica para el espacio X x Y.
Lema 3.3. Sean X y Y espacios métricos. Si X y Y son compactos, entonces X XY es compacto.
El Lema 3.4, nos indica cudando la funcién f x g : X XY — X X Y es continua.

Lema 3.4. Sean X y Y espacios métricos. Si f: X — X y ¢g:Y — Y son funciones continuas,
entonces f x g: X xY — X XY es continua.

Como consecuencia del Lema 3.2, Lema 3.3y del Lema 3.4/ obtenemos la siguiente definicién.

30
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Definicién 3.5. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. El sistema dindmico (X x Y, f x g)
es el inducido por los sistemas dindmicos (X, f) y (Y, g), al cual llamaremos sistema dindmico
producto.

Para nuestros fines, de ahora en adelante consideraremos el espacio producto infinito para
cuando X; = X, para todo ¢ € N. En la siguiente proposicién mostramos una métrica sobre el
espacio producto infinito.

Lema 3.6. Sea X un espacio métrico compacto. La funcién denotada como D : (H X ) X

(H X) — R y definida por:

i=1

i d( $Z,'yl , para cada (z,y) (H X) (ﬁ X) 7
i=1

=1

oo

es una métrica para el espacio | | X.
i=1

Como consecuencia del Lema 3.6, se tiene que (Hfil X, D) es un espacio métrico. Mas aun,
como X es compacto se puede verificar que [[2, X es compacto. Asi, (Hf; X, D) es un espacio
métrico compacto.

Por otro lado, recordemos también que dado X un espacio métricoy f : X — X una funcién,
se denota la funcidn producto infinito como [[.2, f : [1i=; X — [[;=; X y es definida como:

Hf((xl,m, ) = (fla), f(=2), ),

para cada (21,29,...) € [[12; X.

Lema 3.7. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua. Se cumple que
[12, f es continua.

Como consecuencia del Lema 3.6y del Lema 3.7, se tiene que la pareja ([[;~, X, [, f) es
un sistema dinamico.

A continuacién mostramos un ejemplo de un sistema dinamico producto, donde estudiamos
la dindmica en este espacio.

Ejemplo 3.8. Consideremos el sistema dindmico producto (35 X X9, 0 X o), inducido por el
sistema dindmico (X, 0). Sea (0°,1%°) € 3y x 5. Notemos:

(0 % a)((0%,1%)) = (¢(0%),0(1%)) = (0%, 1%).

Con esto se tiene que (0°°,1%°) es un punto fijo de o x 0. Andlogamente, se puede verificar que
los puntos (1%°,1°°), (1°°,0°°) y (0°°,0°°) son puntos fijos de o X 0.
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Por otro lado, consideremos el punto (z,y) = ((10)°°, (1100)>°) € X5 x ¥s. Calculemos la érbita
de (z,y). Notemos:

(o0 x o)((x,y)) = (010101 ...,100110...)
(0 x 0)*((x,y)) = (101010...,001100...)
(0 x a)*((x,y)) = (010101 ...,011001...)
(0 x 0)*((z,y)) = (101010...,110011...).

Asi,

O((z,y),0 x o) ={((10)*, (1100)>), (010101 ..., 100110...), (101010....,001100. . .)
(010101 ...,011001...)}.

Mads atin, note que z es un punto periédico de periodo 4.

A continuacién mostramos un resultado que nos va a permitir mostrar algunas relaciones
entre dos sistemas dinamicos y el sistema dinamico producto que inducen.

Proposicién 3.9. Sean (X, f), (Y, g) sistemas dindmicos, U C X y V C Y subconjuntos
abiertos no vacios. Para todo 6 > 0 se cumple que N¢(U, ) U N,(V,0) C Nyyxgo(U x V. 6).

Demostracién. Sea n € N;(U,d) U Ny(V,0). Sin pérdida de generalidad supongamos que
n € N¢(U,9). Luego, existen uy,uy € U tales que di(f"(u1), f"(uz)) > d. Por otro lado, sea
v1 € V' y consideremos (uy,vy), (ug,v1) € U X V. Notemos:

d((f x g)"((u1,v1)), (f x 9)"((u2,v1))) = d((f"(u1), g"(v1)), (f"(u2), g"(v1)))
= B (), f(un)) + dB(g(01). g" (1))

> \J B (w). f7(u2))
> dy(f"(ur), f*(ug)) > 0.

De aqui, diam((f x ¢)"(U x V)) > 0. Asi, n € Ny, ,(U x V,0). Por lo tanto,

N(U,8) UN4(V,8) C Npyo(U x V,6).

3.1. Sensibilidad en el sistema producto

El Teorema 3.10}, nos muestra cuando un sistema dindmico producto es sensible, dependiendo
de la sensibilidad en cada factor.

Teorema 3.10. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Se cumple que:
1. Si (X, f) o (Y, g) es sensible, entonces (X x Y, f X g) es sensible.
2. Si (X x Y, f x g) es sensible, entonces (X, f) o (Y, g) es sensible.
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Demostracién. Primero verifiquemos 1. Sin pérdida de generalidad supongamos que (X, f)
es sensible con ¢ la constante de sensibilidad. Sean p = (z,y) € X x Y y § > 0. Pongamos
W = B(p,0), luego existen U C X y V C Y abiertos no vacios tales que U x V' C W. Como
(X, f) es sensible, existe 2’ € U y n € N tal que

d(f"(z), f"(2")) > e.

Note que para todo iy € V se tiene que p’ = (2/,y') € W. Luego,

d((f x 9)"(p), (f x 9)"(P)) = d((f x 9)"(x,9), (f x 9)" (=", ¢/))
f (), 9" W), (f" (), g™ ()
= V& (fr(x), fr(2) + d(g"(y), 9" ()
> d(f*(z), f"(2')) > e.
Por lo tanto, el sistema dindmico (X X Y, f X g) es sensible con constante de sensibilidad e.

Ahora probemos 2. Supongamos que ni (X, f) y ni (Y, g) son sensibles. Luego, para todo ¢ > 0
existen zo € X y d; > 0, tal que para todo = € B(z,0;) y para todo n € N,

d(f" (o), f"(x)) < (3.1)

€
2
De manera similar, para todo € > 0 existen yo € Y y do > 0, tal que para todo y € B(yp,d2) y
para todo n € N,

d(g" (), 9" (y)) <

Sean p = (xg,yo) v 0 = min{dy, d2}. Consideremos W = B(zy,d) x B(yo,0), notemos que para
todo (x,y) € W se tiene que:

d((f x 9)"((xo,90)), (f x 9)"((x,9))) = d((f"(20), 9" (y0)), (S (), 9" (¥)))
= Vd(f"(20), f*(2)) + d*(9"(y0). 9" (y))

NCRIORS

Con esto resulta que el sistema dindmico (X x Y, f X g) no es sensible. |

(3.2)

DN ™

Por el Teorema 3.10 y por el Ejemplo 2.2, se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 3.11. El sistema dindmico (35 x S!,0 x R,) es sensible.

Como consecuencia del (Corolario 3.11 y del Lema 2.41| se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 3.12. El sistema dinamico (33 x S, 0 x R,) es B-sensible.

Por el [Teorema 3.10 y por el Ejemplo 2.5, se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 3.13. El sistema dindmico ([0, 1] x [0, 1],7" x L) es sensible.

Por el Corolario 3.13|y por el Lema 2.41| se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.14. El sistema dindmico ([0, 1] x [0, 1],7 x L) es B-sensible.
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En seguida mostramos un resultado que nos da condicién para que el espacio producto
infinito sea sensible.

Teorema 3.15. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que ([]7, X, T[>, f) es sensible
si y solo si (X, f) es sensible.

Demostraciéon. Supongamos que (Hf; X112, f) es sensible con ¢ constante de sensibili—
dad. Veamos que (X, f) es sensible. Sean x € X y § > 0. Consideremos z = zzz. .. Por
hipétesis, existen w € B( 5) y n € N tales que D(f"(x), f"(y)) > e. Como D(z,w) < —, se
tiene que » .7, M < 2, esto implica que d(z;,w;) < §. De aqui, w = yzx..., para algin
y e X. Asi, d(x,y) < 0, es decir, y € B(z,0). Por otro lado, puesto que >~ , w > €
se obtiene que w > ¢. Luego, d(f"(z), f"(y)) > 2. Por lo tanto, (X, f) es sensible
con constante de sensibilidad 2e.

Ahora supongamos que (X, f) es sensible con constante de sensibilidad e. Sean x = (x1, 23, ...) €
[[;2,X y 0 > 0. Por hipétesis, para cada z;, existen y; € B(xz;,0) y n; € N, tales que
d(f™(z;), f™(y;)) > e. Luego, Z?lw > % Haciendo y = (y1,¥2,...). Tenemos
que

Z Q?z,yz < Z2Z

=1

Asf, y € B(z,0). Ademds, D([];2, f™ (), [T;2, f™(y)) > 5. Por lo tanto, ([[;2, X, T1;2, f) es
sensible con € constante de sensibilidad. [ ]

Por el Ejemplo 2.2 y por el Teorema 3.15, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.16. Consideremos el sistema dinamico (X9, o), definido en el Ejemplo 1.49. Se
tiene que el sistema dindmico ([];°; 2o, ]2, o) es sensible.

De la Proposicion 3.16 y del Lema 2.41 se sigue el siguiente corolario.
Corolario 3.17. El sistema dindmico ([];2, 32, ]2, o) es B-sensible.
Por la [Proposicion 2.5 y por el Teorema 3.15/ obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.18. Consideremos el sistema dindmico ([0, 1],T), definido en el Ejemplo 1.50.
El sistema dindmico ([];2,[0,1], ]2, T') es sensible.

Por la |[Proposicion 3.18y por el Lema 2.41 se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 3.19. El sistema dindmico ([]:2,[0,1],[[;2, T) es B-sensible.
Por el Ejemplo 2.7 y por el Teorema 3.15 se obtiene la siguiente proposicion.

Proposicién 3.20. Consideremos el sistema dindmico ([0, 1], L), definido en el Ejemplo 1.51.
El sistema dindmico ([;,[0,1], ]2, L) es sensible.

Por la |Proposicion 3.20/y por el Lema 2.41 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.21. El sistema dindmico ([];2,[0,1],T[;2, L) es B-sensible.



CAPITULO 3. DINAMICA EN EL PRODUCTO X x Y 35

3.2. Otros tipos de sensibilidad en el sistema producto

En esta seccién mencionamos algunas propiedades que se presentan en la dindmica de un
sistema dinamico producto, propiedades como cofinitamente sensible, gruesamente sensible,
sindéticamente sensible y otros tipos de sensibilidad.

Lema 3.22. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Si (X, f) o (Y, g) es cofinitamente sensible,
entonces (X X Y, f X g) es cofinitamente sensible.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que (X, f) es cofinitamente sensible,
es decir, existe g > 0 tal que para todo A C X abierto no vacio, se tiene que N(A,dy) es
cofinito. Sean d = 0y y W C X x Y abierto no vacio. Luego, existen U C X y V C Y abiertos
no vacios tales que U x V' C W. Notemos, por la Proposicion 3.9 se tiene que:

Nf(U, (50) C Nf(U, 50) U Ng(‘/, (50) C fog(U X ‘/,(50)

Luego, por hipétesis se tiene que Ny (U, dp) es cofinito. Asi, por la Proposicion 1.3, resulta que
Nyyy(U x V,0p) es cofinito. Por otro lado, como U x V' C W, por la Observacion 1.56, se
tiene que Nyy (U X V,80) C Nyxg(W, ). Y puesto que Ny (U x V,dg) es cofinito, nuevamente
por la Proposicién 1.3 concluimos que Ny (W, dg) es cofinito. Por lo tanto, (X x Y, f x g) es
cofinitamente sensible. [ |

Como consecuencia del |[Lema 3.22, se obtienen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.23. Consideremos el sistema dindmico definido en el Ejemplo 1.50. De la Proposicion
2.5, se obtiene que ([0,1] x [0,1],7" x T') es cofinitamente sensible.

Ejemplo 3.24. Consideremos el sistema dindmico definido en el Ejemplo 1.51. De la Proposicion
2.7, se obtiene que ([0,1] x [0,1], L x L) es cofinitamente sensible.

Ejemplo 3.25. Consideremos los sistemas dindmicos definidos en el Ejemplo 1.50 y en el
Ejemplo 1.52. De la Proposicion 2.5, se obtiene que ([0, 1] x S*, T'x R,,) es cofinitamente sensible.

Ejemplo 3.26. Consideremos los sistemas dindmicos definidos en el Ejemplo 1.51 y en el
Ejemplo 1.52. De la Proposicién 2.7, se obtiene que ([0, 1] x S*, L x R,,) es cofinitamente sensible.

Ejemplo 3.27. Consideremos los sistemas dindmicos definidos en el Ejemplo 1.49 y en el
Ejemplo 1.50. El sistema dindmico (X3 X [0,1],0 x T') es cofinitamente sensible.

El reciproco del Lema 3.22 no se cumple. En [34] Ejemplo 4] puede encontrar un ejemplo
en el cual un sistema dindmico (X x Y, f X g) es cofinitamente sensible, pero ni (X, f) ni (Y, g)
son cofinitamente sensible.

Proposiciéon 3.28. Existen sistemas dindmicos (X, f) y (Y, g) tales que (X X Y, f X g) es
cofinitamente sensible y ni (X, f) ni (Y, g) es cofinitamente sensible.

Lema 3.29. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Si (X, f) o (Y, g) es gruesamente sensible,
entonces (X x Y, f X g) es gruesamente sensible.
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Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que (X, f) es gruesamente sensible.
Esto es, existe dp > 0 tal que para todo A C X se tiene que Ny(A,dy) es grueso. Pongamos
0 =09y ysea W C X xY abierto no vacio. Luego, existen U C X y V C Y abiertos no vacios
tales que U x V' C W. Por la Proposicion 3.9, obtenemos que:

Nf(U, 50) C Nf(U, (50) U Ng(‘/, 50) C NfX9<U X V,50)

Luego, por hipétesis se tiene que Nf(U, dy) es grueso. Asi, por la Proposicion 1.3/ obtenemos
que Ny (U x V,dp) es grueso. Por otro lado, como U x V' C W, por la Observacion 1.56
se tiene que Ny (U X V,6p) C Nyxg(W, dp). Luego, como Ny, (U x V, ) es grueso aplicando
nuevamente la Proposicion 1.3/se concluye que Ny, (W, dp) es grueso. Por lo tanto, (X XY, f x g)
es gruesamente sensible. [ |

Como consecuencia del Lema 3.29, se obtienen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.30. Consideremos el sistema dindamico definido en Ejemplo 1.50. De la Proposicion
2.5, se obtiene que ([0,1] x [0,1],T x T') es gruesamente sensible.

Ejemplo 3.31. Consideremos el sistema dindmico definido en Ejemplo 1.51. De la Proposicion
2.7, se obtiene que ([0,1] x [0,1], L x L) es gruesamente sensible.

Ejemplo 3.32. Consideremos los sistemas dindmicos definidos en el Ejemplo 1.50 y en el
Ejemplo 1.52. De la Proposicién 2.5, se obtiene que ([0, 1] x S*, T'x R,,) es gruesamente sensible.

Ejemplo 3.33. Consideremos los sistemas dindmicos definidos en el Ejemplo 1.51 y en el
Ejemplo 1.52. De la Proposicién 2.7, se obtiene que ([0, 1] x S', L x R,,) es gruesamente sensible.

Ejemplo 3.34. Consideremos los sistemas dindmicos definidos en el Ejemplo 1.49 y en el
Ejemplo 1.51. El sistema dindmico (X5 X [0,1],0 x L) es gruesamente sensible.

Lema 3.35. Sean (X, f) v (Y, g) sistemas dindmicos. Si (X, f) o (Y, g) es sindéticamente sen-
sible, entonces (X x Y, f X g) es sindéticamente sensible.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que (X, f) es sindéticamente sensible,
es decir, existe §g > 0 tal que para todo A C X abierto no vacio se tiene que Ny¢(A,dy) es
sindético. Probemos que (X x Y, f X g) es sindéticamente sensible. Sean § = dgy W C X x Y
abierto no vacio. Luego, existen U C X y V C Y abiertos no vacios tales que U x V. C W.
Veamos que Ny, (U x V,§) es sindético. Por la Proposicién 3.9, se tiene que

Nf(U, 50) C Nf(U, (50) U Nga/, 50) C fog(U X ‘/,50)

Luego, por hipétesis se tiene que N;(U,dy) es sindético. Asi, por la Proposicion 1.3 obtenemos
que Ny (U x V,0) es sindético. Por otro lado, como U x V' C W, por la Observacién 1.56
se tiene que Ny (U X V,89) C Nyyy(W, ). Asi, puesto que Ny (U X V. dp) es sindético, por
la Proposicion 1.3 obtenemos que Ny (W, &) es sindético. Por lo tanto, (X x Y, f x g) es
sindéticamente sensible. [

Como consecuencia del Lema 3.35, se obtienen los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.36. Consideremos el sistema dinamico definido en Ejemplo 1.50. De la Proposicion
2.6, se obtiene que ([0, 1] x [0,1],7 x T') es sindéticamente sensible.
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Ejemplo 3.37. Consideremos el sistema dindmico definido en Ejemplo 1.51. De la Proposicion
2.8, se obtiene que ([0, 1] x [0,1], L x L) es sindéticamente sensible.

Ejemplo 3.38. Consideremos los sistemas dindmicos definidos en el Ejemplo 1.50 y en el
Ejemplo 1.52. De la Proposicién 2.6, se obtiene que ([0,1] x S, T x R,) es sindéticamente
sensible.

Ejemplo 3.39. Consideremos los sistemas dindamicos definidos en el Ejemplo 1.51 y en el
Ejemplo 1.52. De la Proposicién 2.8, se obtiene que ([0,1] x S, L x R,) es sindéticamente
sensible.

El reciproco del Lema 3.35 no se cumple, en [34, Ejemplo 4], puede encontrar un ejemplo
en el cual el sistema (X X Y, f X g) es sindéticamente sensible, pero ni el sistema (X, f) ni el
sistema (Y, g) son sindéticamente sensible.

Proposiciéon 3.40. Existen sistemas dindmicos (X, f) y (Y, g) tales que (X X Y, f X g) es
sindéticamente sensible pero ni (X, f) ni (Y, g) es sindéticamente sensible.

Lema 3.41. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Si (X, f) o (Y, g) es gruesamente sindéti-
camente sensible, entonces (X X Y, f X g) es gruesamente sindéticamente sensible.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que (X, f) es gruesamente sindética-
mente sensible. Luego, existe dp > 0 tal que para cualquier A C X abierto no vacio, N¢(A, &)
es gruesamente sindético. Sean § = 9y y W C X x Y abierto no vacio. Luego, existen U C X y
V C Y abiertos no vacios tales que U x V' C W. Notemos que, por la Proposicion 3.9, se tiene
que

Nf(U, (50) - Nf(U, (50) U Ng(‘/, (50) C fog<U XV, (50)

Por hipdtesis, Nf(U,dp) es gruesamente sindético. Con esto, por la Proposicién 1.3 obtenemos
que Ny (U x V,0) es gruesamente sindético. Por otro lado, puesto que U x V' C W, por la
Observacién 1.56 se obtiene que Ny (U X V,09) C Nyyy(W, dp). Finalmente, por la Proposicién
1.3 y puesto que Ny, (U x V,6) es gruesamente sindético, concluimos que Ny (U x V,6) es
gruesamente sindético. Por lo tanto, (X x Y, f X g) es gruesamente sindéticamente sensible. W

Como consecuencia de la Proposicion 2.7 y el Lema 3.41), se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.42. Consideremos los sistemas dindmicos definidos en el Ejemplo 1.50 y en el
Ejemplo 1.51. El sistema dindmico ([0, 1] x [0, 1], 7 x L) es gruesamente sindéticamente sensible.

Como consecuencia del Lema 3.41, se obtiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.43. Consideremos el sistema dindamico definido en Ejemplo 1.50. De la Proposicion
2.5, se obtiene que ([0,1] x [0,1],7 x T') es gruesamente sindéticamente sensible.

Ejemplo 3.44. Consideremos el sistema dindamico definido en Ejemplo 1.51. De la Proposicion
2.7, se obtiene que ([0,1] x [0,1], L x L) es gruesamente sindéticamente sensible.

Ejemplo 3.45. Consideremos el sistema dinamico definido en Ejemplo 1.50 y Ejemplo 1.49. De
la Proposicion 2.5, se obtiene que ([0, 1] X X9, T X o) es gruesamente sindéticamente sensible.

Ejemplo 3.46. Consideremos los sistemas dindamicos definidos en Ejemplo 1.51 y Ejemplo 1.49.
De la Proposicién 2.7, se obtiene que ([0, 1] X X9, L X o) es gruesamente sindéticamente sensible.
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Teorema 3.47. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Se tiene que (X XY, f X g) es multi-
sensible si y sélo si (X, f) o (Y, g) es multisensible.

Demostracién. Supongamos que (X x Y, f X g) es multisensible, con gy constante de mul-
tisensibilidad. Supongamos también que (X, f) y (Y, g) no son multisensibles. Luego, para &
existen ki, ke € Z, y subconjuntos abiertos no vacios Uy,...,U;, C X, Vi,..., Vi, C Y tales
que para todo n € Z, existen i, € {1,...,k1} y 7. € {1,...,ko} de tal manera que

digm(f"(U;,) < 5 v didm(f(;,) < 5 (3.3)

Por otro lado, sean W, ; = U; x Vj coni € {1,... ki1 },5 € {1,...,k2}. Note que W;; C X xY

es abierto no vacio. Como (X x Y, f X g) es multisensible existe m € Z, tal que para cualquier
ie{l,....ki},j€{l,... ko} se tiene que

go < didm ((f x g)"™(Wiy)) = didm(f™(U;) x f™(V})).

Luego, de (3.3), se tiene que

€o

V2’

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (X, f) o (Y, g) es multisensible.

Ahora supongamos que (X, f) o (Y, g) es multisensible. Sin pérdida de generalidad supongamos
que (X, f) es multisensible con ¢y constante de multisensibilidad. Sean € = gy y Wy,..., W) C
X xY subconjuntos abiertos no vacios. Luego, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy, ..., Uy C
Xy W,..., Vi, CY tales que U; x V; C W, para todo i € {1,...,k}. Como (X, f) es multisen-
sible, existe n € Z,, tal que diam(f™(U;)) > ¢, para todo i € {1,...,k}. De aqui, resulta que
n € N¢(U;,€), para todo i € {1,...,k}. Por otro lado, por la Proposicién 3.9, se tiene que

g0 < didm(f™(U;,) x f™(V;,,) < \/ (5—2“)2 + (%0)2 =

Ny(Ui,e) C Ny(Us,e) UNy(V;,e) C Nyxg(U; x Vi, e).

De aqui, n € Ny, (U; x V;,¢), para todo ¢ € {1,...,k}. Con esto, diam((f x g)"(U; x V;)) > ¢,
para todo i € {1,...,k}. Por lo tanto, (X x Y, f X g) es multisensible. |

Por el [Teorema 3.47 y la Proposicion 2.5, se obtienen los siguientes ejemplos.
Ejemplo 3.48. El sistema dindmico ([0, 1] x [0,1],7 x o) es multisensible.
Ejemplo 3.49. El sistema dindmico ([0, 1] x [0,1],7 x L) es multisensible.

Por el Teorema 3.47 y la Proposicion 2.7, obtenemos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.50. El sistema dindmico ([0, 1] x [0,1], L x o) es multisensible.

Una prueba para la [Proposicién 3.51, la puede revisar en [20, Lema 3.3].

Proposicién 3.51. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. El sistema dindmico (X XY, f X g)
es ergbdicamente sensible si y sélo si (X, f) o (Y, g) es ergédicamente sensible.

Como consecuencia de la Proposicion 2.39 y de la Proposicion 3.51 se obtiene el siguiente
corolario.
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Corolario 3.52. Consideremos los sistemas dinamicos ([0, 1],7) y (X2,0). Se tiene que el sis-
tema dindmico ([0, 1] x 35, T X o) es ergddicamente sensible.

De la Proposicion 2.40 y de la Proposicion 3.51 se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 3.53. Consideremos los sistemas dindmicos ([0, 1], L) y (32, 0). Se tiene que el sis-
tema dindmico ([0, 1] x 3y, L X o) es ergédicamente sensible.

Corolario 3.54. Consideremos los sistemas dindmicos ([0,1],T) y (S', R,). Se tiene que el
sistema dindamico ([0,1] x S*,T x R,) es ergbdicamente sensible.

Terminamos este capitulo resumiendo en el (Cuadro 3.1 las relaciones que se tienen entre
los sistemas dindmicos (X, f),(Y,g9) v (X x Y, f x g). Cabe mencionar que para los recuadros
que aparecen en blanco son propiedades que hasta el 2012 no se tiene una respuesta a cierta
implicacién. Para més detalles puede revisar [20].

Propiedad fog — fXg|fxXxg— fog

si si
Sensible Teorema 3.10 Teorema 3.10

si B no |
Cofinitamente sensible Lema 3.22 Proposicién 3.28

si
Gruesamente sensible Lema 3.29 ?

si no
Sindéticamente sensible Lema 3.35 Proposicién 3.40

si
Gruesamente sindéticamente sensible Lema 3.41 ?

si si
Multisensible Teorema 3.47 Teorema 3.47

si B si |
Ergédicamente sensible Teorema 3.51 Teorema 3.51

Cuadro 3.1: Relaciones en el sistema dindmico producto.



Capitulo 4

Dinamica colectiva

En este capitulo damos definiciones relacionadas a hiperespacios y funciones inducidas, todo
esto a fin de estudiar la dindmica colectiva en los hiperespacios. Y ver la relacién entre la
dindmica puntual y la dindmica colectiva. En este apartado discutimos algunas propiedades que
se heredan de un espacio dado a su hiperespacio o viceversa. En particular estudiamos a los
hiperespacios 2% y 2¥*Y dotados con la topologia de vietoris.

4.1. Topologia de Vietoris. Métrica de Hausdorff

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un hiperespacio de X es una coleccién especifica de sub-
conjuntos de X, dotado con alguna topologia. En este caso con la topologia de Vietoris, que
enunciaremos méas adelante. En esta tesis restringiremos el estudio de los hiperespacios cuando
X es un espacio métrico compacto. A continuacion mencionamos algunos de los hiperespacios
més conocidos. En este trabajo analizaremos al hiperespacio 2%.

» CL(X)={AC X :Aes cerrado en X y no vacio}.
» 2X ={A C X : A es compacto en X y no vacfo}.
w Fu(X)={AC X:1< A <n}.

Denotamos como F(X) = U Fo(X).

neN

En la Proposicion 4.1, definimos una métrica para este hiperespacio, conocida como métrica
de Hausdorff, una prueba para dicho resultado se puede consultar en [14, Teorema 2.2].

Proposicién 4.1. Sea X un espacio métrico. La funcién dg : 2% x 2%¥ — R, definida como

dy (A, B) = max{sup inf d(x,y),sup inf d(x,y)},
zcAYEB yEB z€A

para cualesquiera A, B € 2%, es una métrica para el hiperespacio 2%.
De la Proposicion 4.1, se obtiene el siguiente resultado.

Lema 4.2. Sea X un espacio métrico. Se tiene que (2%, dy) es un espacio métrico.

40
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Definicién 4.3. Sean A € 2% y £ > 0, denotamos y definimos la bola abierta con centro en A

y radio £ como:
By, (Ae) ={B € 2" :dy(A,B) < e}

Una prueba para el Teorema 4.4, la puede revisar en |23, Teorema 0.8].
Teorema 4.4. Sea X un espacio métrico. Se tiene que el hiperespacio 2% es compacto.
Ahora pasamos a definir una topologfa con la cual dotaremos al hiperespacio 2.

Definicién 4.5. Sea X un espacio métrico. La topologia de Vietoris es la topologia mas pequena,
para 2% que cumpla las siguientes propiedades:

1. {A€2X:AcCU} e Ty, para cualquier subconjunto U abierto en X.
2. {A€2%:AC F} es cerrado respecto a Ty, para todo F cerrado en X.

Dados Ay, Ay, ..., A, C X abiertos no vacios. Definimos la siguiente subfamilia de 2%:
k
(Ar, Ag, .. Ay) = {B e2¥:Bc|JA y BnA £0,
i=1

para todo ¢ € {1,2,.. ,k}}

Estas familias son llamados Vietoricos.
A continuacion, Teorema 4.6, se muestra una base para la topologia de Vietoris. Una prueba
para dicho resultado se puede consultar en [14, Teorema 1.2].

Teorema 4.6. Sea (X,7) un espacio topoldgico. La coleccién
B, ={(A1,A9,..., Ap) :keN U, € TyU; #0, para cadai € {1,2,...,k}},
es una base para la topologia de Vietoris.

Observacién 4.7. Sea X un espacio métrico. Para cualquier Ay, Ay, ... Ay € 2X se cumple
que (A, Ay, ..., Ag) C (Ay, Ag, .. Ag).

Proposicién 4.8. Sea X un espacio métrico. Se cumple que F(X) es denso en 2%,

Demostracién. Sea U C 2% abierto y no vacifo. Veamos que F(X)NU # 0. Como U es abierto

en 2% existen Aj,..., A, C X, subconjuntos abiertos no vacios, tales que (A;,..., A;) C U.
Note que {Ay,..., Ag} € (A1,..., Ay) C U. Asi, {A;y,..., A} C U. Por otro lado, se tiene que
{A4,..., Ay} C F(X). Por lo tanto, F(X)NU # 0. |

4.2. Funciones inducidas

Sean X,Y espacios métricos y f : X — Y una funcién continua. Definimos la funcién
27 . 2X 5 2Y como:
2/(A) = f(A), para cada A € 2.

La funcién 2/ es llamada funcién inducida por f entre 2% y 2V,

En la Proposicion 4.9, mostramos que la funcién inducida es continua.
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Proposicién 4.9. Sean XY espacios métricos y f : X — Y una funcién continua. Se tiene
que la funcién inducida 2/ : 2%X — 2 es continua.

Demostracion. Procederemos usando el punto 2 del Teorema 1.39. Sean Ay, As, ..., A, C Y
abiertos no vacfos. Veamos que 2/ _1((A1, ..., Ap)) es abierto en 2%. Puesto que f es continua
se tiene que f71(A;), es abierto en X para todo i € {1,...,k}.
Afirmamos que

27 (Ary o A) = (A, FTHAR))
En efecto, sea K € (2/)71((Ay, ..., Ap)) luego, 2/ (K) € (A4, ..., A;) dedonde f(K) € (Ay, ..., Ap).
Esto implica que

k
f(K) C UAi y  f(K)NA; #0 paracadai € {1,...,k}.

=1

De aqui, K C f! (Ule Ai). Con esto, K C Ule f71(A;). Por otro lado, como f(K)NA; # 0

para todo i € {1,...,k}, por la Proposiciéon 1.61, resulta que K N f~1(A;) # 0, para todo
i€{1,...,k}. Con esto, K € (f71(A1),..., f 1 (Ap)). Asi,

(21) 7 (A, AR) C AL, - P AR, (4.1)

Ahora veamos la otra contencién. Sea K € (f~1(Ay),..., f1(Ax)). Luego,

k
K C Uf_l (4) v Knf(4)#0, paratodoi€ {1,...,k}.
i=1

k

Esto implica que K C f1 (Ule Ai). Es decir, 2/(K) = f(K) C UAZ" Ademss, puesto que
i=1

KN f=1(A;) # 0, para todo i € {1,...,k}, por la Proposicién 1.61, se obtiene que f(K)NA; #

0 para cada i € {1,...,k}. O bien, 2/(K) N A; # () para cada i € {1,...,k}. Con esto se tiene

que 27(K) € (Ay,..., Ap). Asf, K € (Qf)_l ((A1,..., Ag)). Con todo, resulta que

(M AD, - T AR) € @D TN AL - Ar)). (4.2)

Asi, de (4.1) y (4.2) se concluye que:

(27) 7 (A1 AR = (M AD, -  FH AR,
Por lo tanto 2/ es continua. |
Del Lema 4.2, del Teorema 4.4 y de la |[Proposicion 4.9, se obtiene la Definicion 4.10.

Definicién 4.10. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que el sistema dindmico (2%, 27) es
el sistema dindmico inducido por (X, f). Donde 2/ : 2X — 2% es tal que 2/(A) = f(A), para
todo A € 2X.

n 7’ . . ., . n . s
Denotamos por 2/ a la n-ésima iteracién de 2/, es decir 27" = (2/)". A continuacién
mostramos algunas relaciones que se tiene entre las funciones f y su inducida 27.



CAPITULO 4. DINAMICA COLECTIVA 43

Lema 4.11. Sea (X, f) un sistema dinamico. Para cualquier subconjunto abierto no vacio U
de X y cualquier n € Z,, se cumple que diam(f™(U)) = diam(2/"((U))).

Demostracién. Sean U C X abierto no vacio y n € Z,. Denotemos como ¢ = diam(f"(U))
y & = diam (27" ((U))). Notemos que para todo xz € U, {x} C U. Luego {z} € (U), para todo
x € X. Asi,

¢ = digm(f"({{z} : x € U})) = diam(2”" ({{z} : 2 € U})) < diam(2/" ((U))) = &.

De aqui, ¢ < €.

Por otro lado, sea ¢ > 0. Luego, existen A, B € (U) tales que dg (2" (A),2/"(B)) > £ — . De
donde, existen a € Ay b € B tales que £ —e < d(f"(a), f*(b)) <, esto es ¢ > £ — ¢, para todo
e > 0. Asi, ¢ > £. Por lo tanto, £ =¢. |

Proposiciéon 4.12. Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua.
Para cada A € 2% y cada n € Z, se cumple que 27" (A) = f*(A).

Demostracién. Sea A € 2%. Hagamos la prueba por induccién sobre n. Para el caso base,
consideremos n = 0. Notemos

2% (A) = idyx (A) = A = fO(A).
Ahora supongamos que se cumple para n, es decir,
21"(A) = f(A). (4.3)
Veamos que se cumple para n + 1. Notemos
2 (A) = 272 (4)) = 27 (F(4)). (4.4)

Asi, de las ecuaciones (4.3) y (4.4) se obtiene que 2f(n+1)(A) = f"(f(A)) = f"(A). |

Terminamos esta seccion definiendo el sistema dindmico inducido por el sistema dinamico
(X XY, f x g) mas adelante estudiaremos su dindmica.

Definicién 4.13. Sean X, Y espacios métricos. El sistema dindmico (2X*Y27%9) es el inducido
por f x g, donde

2f><g : 2X><Y N 2X><Y
y es tal que 27%9(A) = (f x g)(A), para todo A € 2XY.

Denotamos por 209" a la n-ésima iteracién de 2779, es decir 2(/*9)" = (2fx9)".

4.3. Propiedades del hiperespacio 2*

Lema 4.14. Sea X un espacio métrico. Para cualesquiera z € X y A € 2%, se cumple que
dH<{x}a A) = Sup{d(:p,y) VIS A}
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Demostracién. Sean r € X y A € 2. Notemos:

dy({z}, A) = max{ sup inf d(x y),sup inf d(z,y)}
ze{z} YA yeA ze{z}
= max{inf d(z,y),supd(z,y)}
yeA yEA

= sup d(z,y).
yeEA

Proposicién 4.15. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para todo U C X y para toda § > 0 se
cumple que Nor((U),9) C Nf(U,9).

Demostracién. Sean U C X y § > 0. Sea n € Nys((U),6). Luego, existen A, B € (U) tales
que dy (27" (A),2"(B)) > §. Notemos,

d <dg(f"(A), f"(B)) =max{ sup inf d(x,y), sup inf d(z,y)}.
zefn(A) YES™(B) yefr(B) €S (A)

Sin pérdida de generalidad, supongamos que max = Sup,¢ 4y Infyen(p) d(z,y). Luego,

0 < su inf d(z,y).
xef"I()A)yGf"(B) (.9)

Como X es compacto, existe zo € A tal que § < ;nf d(f"(xo),y). De aqui, tomando y, € B,
E n

se cumple que 0 < d(f™(xo), f"(yo)). Asi, n € Ny (U, 6). Por lo tanto, Nos ((U), ) C Ny(U,6). W

Proposicién 4.16. Sean X, Y espacios métricos. Para cualesquiera A;, Ay C X'y B;, By C Y,
se cumple que dy(A; X By, Ay X By) > dg (A, Ay).

Demostracién. Sean A;, Ay, C X y By, B, C Y. Notemos que para cualquier z = (ay,b;) €
Ay X By y y = (ag,ba) € Ay X By se cumple que

d(I,’y) = \/(al - CLQ)Q + (bl — b2>2 Z |CL1 - a2| = d(al, CLQ). (45)
Luego, por (4.5), se tiene que

dp(A; X By, Ay X By) = méax{ sup inf d(x,y), sup inf d(z,y)}

r€A1 X By yEA2x By yEAa X Bo TEAI X B,

> max{ sup inf d(ai,as), sup inf d(ai,as)}
a1€A;, 12€A2 ag€Ag A1€41

= dy (A, As).

Por lo tanto, dH<A1 X Bl,AQ X BQ) > dH<A1,A2). [ |

Lema 4.17. Sean X y Y espacios métricos. Para cualquier A € 2X*Y y ¢ > ( existen subcon-

juntos abiertos no vacios Uy, ..., U, C Xy Vi,...,V, C Vtalesque A € (U xVi,...,U,xV,) C
(Uy x Vi,...,U, x V,) C By, (A,¢).
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Demostracién. Sean A € 2% y ¢ > 0. Consideremos

C:{B <x4%) ><B<y,4i\/§> :(a:,y)eA}.

Notemos que C forma una cubierta abierta para A. Como A es compacto, existen {(z;, ;) : 1 €
{1,...,n}} C A tales que

1O ofoin) 2 (o)

Observemos que para todo i € {1,...,n} se tiene que (z;,y;) € A entonces
5 €
AN(B |z, — | x By, —= (0, para todoi € {1,...,n}. 4.6
(o) 7o) e o
De donde,
5 € € €
Ac{B(ao, <) xBy.—=),. .. Blag,——) xB(y,,——])).
< (lwﬁ) (yl 4&) ( 4@) (y 4ﬁ>>
Ahora sea

ve (oo zg) 2 (i) 2 (miig) 2 ()

veamos que B € By, (A,¢e). Tomemos b = (by,be) € B, luego existe j € {1,...,n} tal que
(b1,b2) € B (xj, ﬁi) x B (yj, ﬁ) Por otro lado, por (4.6) existe a = (a1,as) € A tal que

(a1,a9) € B <xj, ﬁ) x B (yj, ﬁ) Notemos que

d((a1,az), (b1,b2)) < d((a1,a2), (x5, ;) + d((x5,y;), (b1, b2))
= \/dQ(al,[Ej) + dz(ag,yj) + \/d2($j,b1) + dQ(yj, bg)

) ) ) ()

— 9
4

De aqui, se obtiene que inf,c4 d(z, B) < d(a,B) < d(a,b) < % de donde

21612 ;Ielg d(z,y) < % <e. (4.7)

De manera similar se puede verificar que

21612 ;Ielg d(z,y) < % <e. (4.8)
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Por lo tanto de (4.7) y (4.8), se concluye que dy(A, B) < e. Asi, B € By, (A, ). Con todo,

<B (;cl, ﬁ) % B <y1, 4%/5),...,3 (mn 4%) « B (yn, 4%/5)> C By, (A,¢).

Considerando los conjuntos abiertos U; = B(z;, ﬁi) y Vi = B(yi, ﬁ), para todoi € {1,...,n}
obtenemos lo deseado.

Lema 4.18. Sean X y Y espacios métricos. Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios
Up,..., U, Cc Xy V,...,V,, CY y para cualquier j € Z, se cumple que

didm (2 1 (U X V.. U X vn>)> > didm (2 19V (T3, .. ,7})) .

Demostracion. Sean U, ..., U, C X y Vi,...,V, C Y abiertos no vacios. Para todo i €
{1,2,...,n} tomemos v; € V;. Luego, para cualquier A, B € <U1,...,Un> sean A; = ANU;

vy Bi = BNU;, A; = A; x {v;}, B; = B; x {v;}. Se tiene que A = UA y B = UB Sean

A= Ufl B = U Observe que A, B € (U; X V4,...,U, x V,,). Por otro lado, sea j € Z,.,
=1 =1

1) 00)
aoeton) o (s )

) (G- 1)
0l )

Por la Proposicion 4.16, se tiene que

dy (2<fxg>j (A), 2x9)7 (B)) > dy <2fj (A), 21 (B)) .

notemos:

ACS

@
Il
—

dr (2(fxg)j (A) ’Q(fxg)j (B)) =dy Q(fxg)j

=dy 2(fxg)j

—

@
I
—

— dy [ 2079’

||C:

Esto implica que didm <2(fX9 ((Uy x Vi,...,U, X Vn))) > diam ( 9(f=9)! ((U17 e ,U_>)> .

4.4. Sensibilidad y otros tipos de sensibilidad sobre el
hiperespacio 2%

Una prueba para el Teorema 4.19, la puede consultar en [24, Teorema 2.1].
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Teorema 4.19. Sea (X, f) un sistema dindmico. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. (X, f) es débilmente mezclante.
2. (2%,27) es débilmente mezclante.
3. (2%,27) es transitivo.

Como consecuencia del Teorema 4.19 y de la Proposicion 1.65, se obtiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 4.20. Consideremos el sistema dindmico ([0,1],7"), definido en el Ejemplo 1.50. El
sistema dindmico (2/%%,27) es débilmente mezclante y transitivo.

Del Teorema 4.19 y de la Proposicion 1.66, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.21. Consideremos el sistema dindmico ([0, 1], L), definido en el Ejemplo 1.51. El
sistema dindmico (21 2%) es débilmente mezclante y transitivo.

Teorema 4.22. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que (X, f) es multisensible si y
k

solo si existe € > 0 tal que para todo k € Ny Uy,..., U, C X abiertos no vacios, m{n S/
i=1

diam (27" ((U3))) > e} # 0.

Demostracién. Supongamos que (X, f) es multisensible. Luego, existe £ > 0 tal que para todo
k

ke NyU,...,Uy, C X abiertos no vacios, ﬂ{n € Z; - didm(f"(U)) > e} # 0. Por el Lema

1=1
k

k
4.11} se tiene que ﬂ{n € Z, - diam (27" ((U;))) > €} = ﬂ{n € Z, : didm(f"(U)) > e} # 0,
i=1 i=1
con esto se obtiene el resultado.
Inversamente, supongamos que existe € > 0 tal que para todo k € Ny Uy, ..., U, C X abiertos
k k

/ - diam (2" (U -
9 + . 7 . . 9
no vacios ﬂ{n € Z, : didm(2’ ((U;))) > €} # 0. Por el Lema 4.11, se tiene que m{n €

i=1 i=1
k

Z, : diam(2"((Uy))) > €} = m{n € Zy : didm(f"(U)) > e} # 0. Por lo tanto (X, f) es
i=1
multisensible. [ |
Del Teorema 4.22; se obtiene el Corolario 4.23.

Corolario 4.23. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es multisensible, entonces (2%, 2/)
es multisensible.

Como consecuencia del Corolario 4.23| y de la [Proposicion 2.5, se obtiene el siguiente resul-
tado.

Corolario 4.24. Consideremos el sistema dindmico ([0,1],7"), definido en el Ejemplo 1.50. El
sistema dindmico (2/%!,27) es multisensible.

Corolario 4.25. Consideremos el sistema dindmico ([0, 1], L), definido en el Ejemplo 1.51. El
sistema dindmico (2[%%,2%) es multisensible.
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Una prueba para el Teorema 4.26, se puede encontrar en [19, Teorema 3.3].

Teorema 4.26. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (2%,2/) es multisensible, entonces (X, f)
es multisensible.

Corolario 4.27. Consideremos el sistema dinamico (S, R,). El sistema dindmico (25", 28) no
es multisensible.

Demostracion. Se sigue del Teorema 4.26, de la figura Figura 2.2/ y del Ejemplo 2.3l [

Una prueba para el Teorema 4.28; la puede revisar en [30), Corolario 2.4].

Teorema 4.28. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se tiene que (2%,2/) es sensible si y sélo si
(X, f) es colectivamente sensible.

Como consecuencia del Teorema 4.19 y del Teorema 4.28 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.29. Sea (X, f) un sistema dinamico. Si (X, f) es débilmente mezclante, entonces
(X, f) es colectivamente sensible.

Demostracién. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Por el Teorema 4.19, se tiene
que (2%, 27) es débilmente mezclante. De donde, (2%, 2/) es sensible. Finalmente, por el Teorema
4.28, concluimos que (X, f) es colectivamente sensible. |

Nota: Otra prueba para el Teorema 4.29, la puede revisar en [30, Teorema 4.1].

Como consecuencia del Teorema 4.29 y de la [Proposicion 1.65, se obtiene la siguiente pro-
posicién.
Proposicién 4.30. Consideremos el sistema dindmico definido en el Ejemplo 1.50. El sistema
dindmico ([0, 1],7T) es colectivamente sensible.

Del Teorema 4.29 y de la Proposicion 1.66) se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.31. Consideremos el sistema dindmico definido en el Ejemplo 1.51. El sistema
dindmico ([0, 1], L) es colectivamente sensible.

El Teorema 4.32, nos muestra una relacién entre un sistema dindmico dado y su sistema
dindmico inducido. Detallamos una prueba para dicho resultado. Ver [28, Proposicién 2.1].

Teorema 4.32. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (2%,2/) es sensible, entonces (X, f) es
sensible.

Demostracién. Supongamos que (2%, 2/) es sensible, con &, constante de sensibilidad. Probe-
mos que (X, f) es sensible. Sean € = g9, x € X y 6§ > 0. Notemos que {z} € 2%, por hipétesis
existen A € B({z},8) y n € N tales que dg(2/"({z}),2/"(A)) > &o. Luego,

eo < du(2""({2}),27"(4)) = du(f"({z}), f"(A) = du({"(2)}, f"(A)).

Por el Lema 4.14, resulta que

eo <du({f"(2)}, f"(A)) = sup d(f"(z),z).
zefr(A)
Como X es compacto, existe zg € f™(A) tal que d(f"(x), z0) > €o. Ademas, existe yo € A tal
que zo = f"(vo), de aqui, d(f"(z), f"(yo)) > €0 = €. Por otro lado, puesto que A € B({z},d) se
tiene que dy({z}, A) < 4, aplicando el Lema 4.14, se tiene que dy ({7}, A) = sup,c 4 d(z,y) < 6.
Es decir, d(z,y) < § para todo y € A. Esto implica que A C B(z,d). De aqui, yo € B(z,d) y es
tal que d(f"(x), f"(yo)) > €. Por lo tanto, (X, f) es sensible. |
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Como consecuencia del Ejemplo 2.3 y del Teorema 4.32, se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 4.33. El sistema dinamico (251, 2fta) no es sensible.

El reciproco del Teorema 4.32 no se cumple. A continuacién enunciamos un ejemplo de un
sistema dinamico sensible pero su sistema dindmico inducido no lo es. Para mas detalles puede
revisar [28, Ejemplo 2.11].

Ejemplo 4.34. Consideremos los sistemas dindmicos (32, 0) y (S, R,), con a € I. Considere-
mos la sucesién x = {x,}>,, dada por

0, si 0<RY(e*™) <
Ty = ,
! 1, si m< R (e*™) < 27,
La sucesién anterior codifica la trayectoria del punto e*™. Esta sucesién genera un subshift
(X,0), donde X = {o™(z) : n € Z,}. Dado que X no tiene puntos aislados, por la Proposicién
2.9, se obtiene que el sistema dindmico (X, o) es sensible, sin embargo, se puede verificar que

el sistema dindmico (2X, 27) no es sensible. Vea [28, Ejemplo 2.11].
Una prueba alternativa del Teorema 4.35 la puede encontrar el [28, Proposicién 2.3].

Teorema 4.35. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (2%,27) es cofinitamente sensible, entonces
(X, f) es cofinitamente sensible.

Demostracién. Supongamos que (2%,2f) es cofinitamente sensible con § constante de sen-
sibilidad. Veamos que (X, f) es cofinitamente sensible con constante de sensibilidad 0. Sea
U C X abierto no vacio. Notemos que (U) C X es abierto no vacio. Por hipdtesis, se tiene que
Nos ((U), d) es cofinito. Por la Proposicion 4.15, se tiene que Nyos ((U),0) C Nf(U,0). Asi, dado
que Nos ((U), d) es cofinito, por la Proposicion 1.3/ punto 2, se tiene que N¢(U, §) es cofinito. Por
lo tanto, (X, f) es cofinitamente sensible. |

Teorema 4.36. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (2%,27) es gruesamente sensible, entonces
(X, f) es gruesamente sensible.

Demostracién. Supongamos que (2%,2f) es gruesamente sensible con & constante de sen-
sibilidad. Veamos que (X, f) es gruesamente sensible con constante de sensibilidad §. Sea
U C X abierto no vacio. Notemos que (U) C X es abierto no vacio. Por hipétesis, se tiene
que Nys((U),0) es grueso. Por la Proposicién 4.15, se tiene que Nyos((U),0) C N¢(U,9). Asi,
dado que Nys((U), d) es grueso, por la Proposicién 1.3 punto 1, se tiene que Nf(U, J) es grueso.
Por lo tanto, (X, f) es gruesamente sensible. [

Una prueba para el Teorema 4.37, la puede revisar en [I9, Teorema 3.1].

Teorema 4.37. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es sindéticamente sensible, entonces
(2%, 27) es sindéticamente sensible.

Teorema 4.38. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (2%, 2/) es sindéticamente sensible, entonces
(X, f) es sindéticamente sensible.
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Demostracién. Supongamos que (2%,2/) es sindéticamente sensible con constante de sensi-
bilidad §. Veamos que (X, f) es sindéticamente sensible con constante de sensibilidad §. Sea
U C X abierto no vacio. Notemos que (U) C X es abierto no vacio. Por hipdtesis, se tiene que
Nor((U), 9) es sindético. Por la Proposicion 4.15, se tiene que Nos ((U),0) C N¢(U,0). Asi, dado
que Nys ((U),0) es sindético, por la Proposicion 1.3 punto 3, se tiene que N (U, d) es sindético.
Por lo tanto, (X, f) es sindéticamente sensible. [

Teorema 4.39. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (2%,2/) es gruesamente sindéticamente
sensible, entonces (X, f) es gruesamente sindéticamente sensible.

Demostracién. Supongamos que (2%,2/) es gruesamente sindéticamente sensible con cons-
tante de sensibilidad . Veamos que (X, f) es sindéticamente sensible con ¢ constante de sen-
sibilidad. Sea U C X abierto no vacio. Notemos que (U) C X es abierto no vacio. Por hipdte-
sis, se tiene que Nyos((U),d) es gruesamente sindético. Por la Proposicion 4.15, se tiene que
Nor((U),0) C Ny(U,9). Asi, dado que Nos((U),0) es gruesamente sindético, por la Proposicién
1.3 punto 4, se tiene que N;(U, 0) es gruesamente sindético. Por lo tanto, (X, f) es gruesamente
sindéticamente sensible. [

Una prueba para el Teorema 4.40, la puede revisar en [I9, Teorema 3.3].

Teorema 4.40. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (2%,27) es ergédicamente sensible, entonces
(X, f) es ergbdicamente sensible.

4.5. F-sensibilidad en el hiperespacio 2%

En esta seccién mostramos propiedades relacionadas con la & -sensibilidad en el hiperespacio
2X y en el hiperespacio 2X*Y . Asf como también las relaciones que se tiene entre éstos y su
sistema dinamico que lo induce.

Teorema 4.41. Sean (X, f) un sistema dindmico y ¥ una familia de Furstenberg. Se cumple
que (X, f) es F-sensible si y sélo si existe € > 0 tal que para cualquier subconjunto abierto no
vacio U de X, {n € Z, : diam(2/"((U))) > e} € F.

Demostracién. Supogamos que (X, f) es F-sensible. Sea U C X abierto y no vacio, por
hipdtesis existe € > 0 tal que {n € Z, : didm(f™(U)) > ¢} € F. Por el Lema 4.11, resulta que
{n € Zy :diam(2/"((U))) > e} = {n € Z, : didm(f"(U)) > e} € F.

Ahora supongamos que existe € > 0 tal que para cualquier subconjunto abierto no vacio U de X,
{n € Z, : diam(2/"((U))) > e} € F. Por el Lema 4.11, se tiene que {n € Z, : diam(2/"((U))) >
ey ={ne€Z, :didm(f"(U)) > e} € F. Por lo tanto (X, f) es F-sensible. |

Del Teorema 4.41, se obtiene el Corolario 4.42.

Corolario 4.42. Sean (X, f) un sistema dindmico y & una familia de Furstenberg. Si (2%,2/)
es F-sensible, entonces (X, f) es F-sensible.

Teorema 4.43. Sean (X, f) un sistema dindmico y & filtro dual. Se tiene que (X, f) es F-
sensible si y sélo si (2%, 27) es F-sensible.
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Demostracién. Supongamos que (X, f) es F-sensible, veamos que (2%,2/) es F-sensible.
Por la Proposicién 4.8, se tiene que F(X) es denso en 2%. Asf, por la Proposicién 2.37 bas-
ta verificar para todo U C F(X) se cumple que {n € Z, : didm(f"(U)) > ¢} € F. Sean
A={x1,29,...,25} € F(X) y d > 0. Como (X, f) es F-sensible existe € > 0 tal que

{n€Z,;:didm (f"(B(z;,0/2))) > e} € F, paratodoi € {1,2,...,k}.
Como % es filtro dual resulta que
k
Q= (\{n €z : didm (f"(B(x:,6/2))) > e} € F.
i=1

Luego, para cualquier n € ), existe (y1,...,yx) € B(x1,0/2) X ... X B(xy,/2) tal que
d(f™(z:), f"(yi)) > g para todo i € {1,--- ,k}. (4.9)
Sea B = {z1,..., 2} donde;

v st (). @) < 3
Z = (4.10)

T;, €en otro caso.

Luego, tomemos ¢ € {1,2,...,k} y consideremos los siguientes casos:
(i) Si z; = y;, entonces:
d(f™ (i), ["(yi)) < d(f" (@), [ (@1)) + d(f"(21), " (92))-

Por (4.9) y por (4.10), se tiene que

<A @), ) < 5 (), S ).

=] M

Asi,
e €

=57 < d(f" (1), £ (y:))-

> m

(ii) Si z; = x;, entonces por (4.10), se obtiene que Z <d(f™(x1), f™(x)).

Asi, de (I) y (II) se obtiene que Z < d(f™(xy1), f*(z)) para todo ¢ € {1,...,k}. Notemos:

% < fuf d(f"(a1). f"(2)) < sup fuf d(f" (), /(=)

zcA #€B
< mix{sup fuf d(f(x), f7(2)).sup inf d(f"(2). "(2)))
x€A Z€ 2B TE€

= dp(27"(A),2""(B)).
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Por otro lado, note que B € ¥ (X). Ademés,

diy (A, B) = max{sup inf d(z, z),sup inf d(z, 2)}

z€A#€B zeB €A
= méax{supd(z, B),supd(A4, z)}
€A zeB
< J 0
mMAax
- 22
J
<5<l
-2
De donde, 2 C {n € Z, : didm (2/"(By,, (A,6) N F(X))) > £} € F. Como F es de Furstenberg
concluimos que {n € Z; : didm (2/"(By, (4,6) N F (X))) > %} € F. Por lo tanto, (2%,27) es
F -sensible.
La otra implicacion se obtiene por el |(Corolario 4.42. |

Como consecuencia del Teorema 4.43, de la Proposicion 2.36, punto 2 y de la Proposicion
2.31, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.44. Sean (X, f) un sistema dindmico y & una familia de Furstenberg. Si (X, f)
es cofinitamente sensible, entonces (2%,2/) es cofinitamente sensible.

A continuacién mostramos que la propiedad de sensibilidad en una grafica finita es equiva-
lente a su hiperespacio inducido. Para eso es necesario enunciar el Teorema 4.45, una prueba
para dicho resultado la puede revisar en [29, Teorema §].

Teorema 4.45. Sean GG una grafica finita y f : G — G una funcién continua. Se cumple que
(G, f) es sensible si y sélo si (G, f) tiene pares kB-sensible casi por todas partes.

Corolario 4.46. Sean GG una grafica finita y f : G — G una funcién continua. Las condiciones
siguientes son equivalentes:

1. (G, f) es sensible.
3. (29,27) es kB-sensible.

(

2. (G, f) es kB-sensible.
(

4. (2%

,2/) es sensible.

Demostracion. Notemos, 1 implica 2 se tiene por el Teorema 4.45 y por la [Proposicion 2.46.
Ahora, 2 si y solo si 3 se obtiene por el Teorema 4.43. Luego, 3 implica 4 se obtiene por la
Proposiciéon 2.49. Finalmente, 4 implica 1 se obtiene por el Teorema 4.32. |

Notemos que el intervalo [0, 1] es una grafica finita y 7" una funcién continua. Asi, por el
Corolario 4.46| y por la Proposicion 2.5 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.47. Las condiciones siguientes son verdaderas:
1. ([0,1],T) es kB-sensible.

2. (2001 2T es kB-sensible.
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3. (2001 27) es sensible.

De manera similar, se tiene que [0, 1] es una grafica finita y L es una funcién continua. Por
el |(Corolario 4.46 y por la Proposicion 2.7| se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.48. Las condiciones siguientes son verdaderas:
1. ([0,1], L) es kB-sensible.
2. (2001 28) es kB-sensible.
3. (2001 28) es sensible.

Dado que S* es una grafica finita y R, es una funcién continua, por el |(Corolario 4.46 y el
Ejemplo 2.3/ se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.49. Las siguientes condiciones son verdaderas:
1. (S, R,) no es kB-sensible.
2. (25,28 no es kB-sensible.

Teorema 4.50. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos y sea ¥ una familia de Furstenberg.
Si (2X,27) o (2Y,29) es F-sensible, entonces (2X*Y 2/%9) es F-sensible.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que (2%,27) es F-sensible, esto es,
existe g9 > 0 tal que para todo U C 2% abierto y no vacio, {n € Z, : diam(2/"(U)) > o} € F.
Veamos que (2X*Y 27%9) es F-sensible. Sea € = g9 y sea V C 25*¥ abierto y no vacfo. Por el
Lema 4.17, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy,...,U, C X, Vi,...,V, C V tales que
(U x Vi,...,U, xV,) CV.Sea j € Z,, por el Lema 4.18, se obtiene que

didim (2797 (V)) >

Como F es de Furstenberg y (2%, 27) es F-sensible, entonces
{j € Z, : digm (2fj(<U1, . .,Un>)) > g} c {j € Z, : didm <2<fxg>j(V)> > g} c7.

Por lo tanto, el sistema dindmico (2X*Y2/%9) es F-sensible. [

Como una consecuencia del [Teorema 4.50 y del Corolario 4.47 se obtiene el siguiente resul-
tado.

Corolario 4.51. El sistema dindmico (2[01%5" 27%Ra) es kB-sensible.

Como una consecuencia del Teorema 4.50 y del |(Corolario 4.48 se obtiene el siguiente resul-
tado.

Corolario 4.52. El sistema dindmico (201%5" 2LxRa) e kB-sensible.
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Teorema 4.53. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dinamicos y ¥ una familia de furstenberg tal que
kF es un filtro dual. Si (2%*Y,2/%9) es F- sensible, entonces (X, f) o (Y, g) es F-sensible.

Demostracién. Procedamos por contrareciproco. Supongamos que (X, f) y (Y, ¢g) no son F-
sensibles. Luego, para todo € > 0 existen U C X y V C Y tales que

€

{n € Z, : digm(f"(U)) > %} ¢F vy {n e Z, : didm(f*(V)) > 5} ¢F.

Sean Fy = Z, \ {n € Z, : dism(f"(U)) > g} v =17\ {n e Z, : dism(f"(V)) > g}
Notemos, como ¥ es de Furstenberg se tiene que para todo F € &

F¢ {n € Z, : didm(f*(U)) > g} vy F¢ {n e Z, : digm(f*(V)) > g}

Esto implica que F1 N F # 0y Fy, N F # (), para todo FF € . Con esto, Fy, F, € k% . Luego,
puesto que F es filtro dual resulta que F1 N Fy, € k% . Asi, para todo n € F; N F; se tiene que

didm(f™(U)) < % y didm(f™"(V)) < g. Usando el Lema 4.11, tenemos que

didm (2 9™ (U % v>)) — diam ((f x g)"(U x V)
= didm ((f"(U) x g"(V))

NORERE

Ast, ENF, C {n € Z; : didm (29" ((U x V))) < e} y como kF es de Furstenberg se obtiene
que {n € Z, : didm (2V*9"((U x V))) < e} € kF. Por lo cual

(neZ, :didm <2<m (U x v>)) >l ¢ g

Dado que ¢ es arbitrario, concluimos que (2X*Y,2/%9) no es F-sensible. |

Teorema 4.54. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Si (2%,2/) o (2Y,29) es multisensible
entonces (2%*Y,2/%9) es multisensible.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que (2%,2/) es multisensible, con
go constante de multisensibilidad. Veamos que (2X*Y,2/%9) es multisensible. Sean ¢ = g¢ vy
Vi, ..., Vi, C 25%Y abiertos no vacios. Paracadai € {1,...,k}, por el Lema 4.17, existen subcon-
juntos abiertos no vacios Uy, ..., Uy, C X, Vig, ..., Vi C Y tales que (U X Vig, ..., Uy X Vi) C
V;. Por otro lado, sea j € Z,. Por el Lema 4.18, se obtiene que

didm (2(fxg)j(vi)> > dim (QWW‘((m, - ,m»)
> didm (2f (T, ... ,U_m>))
> didm (27 (Ui, Un))
De aquf,

{n € Z, : didm <2fj(<U“, o Um))) > g} c {n € Z, : didm <2<fxg>j(vi)> > g} .
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B

Como (2%, 27) es multisensible se tiene que ﬂ n € Z, : didm (2fj(<Ui1, ey Um>)> > 6} # 0,
i=1

k
de donde ﬂ {n € Z, : didm <2(fxg)'7 (Vz)> > 8} # (). Por lo tanto, (2X*Y2/%9) es multisensible.
i=1

[
Por el Teorema 4.54 y el Corolario 4.24] se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 4.55. El sistema dindmico (2[011%s' 97*Ba) eg multisensible.
Por el Teorema 4.54 y el Corolario 4.25| se obtiene el siguiente corolario.

0,1]xs!

Corolario 4.56. El sistema dindmico (2! , 213 Ha) g multisensible.

Teorema 4.57. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Si el sistema dinamico (2X*Y 2/>9)
es sensible, entonces (X, f) o (Y, g) es sensible.

Demostracién. Supongamos que (2X*Y2/%9) es sensible. Por el Teorema 4.32, se tiene que
(X XY, fxg) es sensible. Luego, por el Teorema 3.10, se tiene que (X, f) o (Y, g) es sensible. W

Teorema 4.58. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1. (2X%Y 2/%9) es multisensible.

2. (X xY, f X g) es multisensible.

3. (2%,27) 0 (2Y,29) es multisensible.
4. (X, f) o (Y, g) es multisensible.

Demostracién. Por el Teorema 4.26 y por el Corolario 4.23, se obtiene 1 si y s6lo si 2 y 3 si
y sélo si 4. Finalmente, por el Teorema 3.47| se obtiene 2 si y sdlo si 4. |

Como consecuencia del Teorema 4.58 y de la Proposicion 2.5, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.59. Consideremos los sistemas dindmicos ([0, 1], 7)) y (X2, o), definidos en el Ejem-
plo 2.5/ y Ejemplo 1.49, respectivamente. Las siguientes enunciados son verdaderos:

1. ([0,1] x 35, T X o) es multisensible.

2. (20127 o (2¥2,27) es multisensible.

3. (2[01xZ2 9Tx7) o5 multisensible.

Del Teorema 4.58 y de la Proposicion 2.7, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.60. Consideremos los sistemas dindmicos ([0, 1], L) y (22, 0), definidos en el Ejem-
plo 2.7y Ejemplo 1.49, respectivamente. Las siguientes enunciados son verdaderos:

L. ([0,1] x X9, L X ) es multisensible.

2. (2001 2L) o (2%2,27) es multisensible.
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3. (2001x%2 9Lx) o5 multisensible.

Teorema 4.61. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Si el sistema dindmico (2X*Y f x g)
es ergddicamente sensible, entonces (X, f) o (Y, g) es ergdédicamente sensible.

Demostracién. Supongamos que (25*Y,2/%9) es ergédicamente sensible. Por el Teorema 4.40),
se tiene que (X XY, f x g) es ergédicamente sensible. De donde, por el | 3.51} se tiene que (X, f)
o (Y, g) es ergbdicamente sensible. |

A continuacién, en el Cuadro 4.1, se muestra las relaciones entre el sistema dindmico (X, f)
y su inducido (2%, 2/).

Propiedad f = 2/ 2f — f
no si
Sensible Ejemplo 4.34 | Teorema 4.32
si B st ]
Cofinitamente sensible Corolario 4.44 | [Teorema 4.35
si 1 si |
Sindéticamente sensible | [Teorema 4.37 | Teorema 4.38
si 0 si |
Multisensible Corolario 4.23 | [Teorema 4.26
il < |
Ergodicamente sensible ? Teorema 4.40
si si |
F -sensible, ¥ filtro dual | Teorema 4.43 | Teorema 4.43

Cuadro 4.1: Tabla de las relaciones entre la funcién f y su inducida 27.

A continuacién, en el Cuadro 4.2, se muestra las relaciones entre los sistemas dindmicos
(X, f)y (Y,g) y el sistema (QXXY72fX9).

Propiedad fog = 2FX9[2fX9 — f 6 g
st

Sensible ? Teorema 4.57 |

st st

Multisensible Teorema 4.58 | [Teorema 4.58 |
st

Ergodicamente sensible ? Teorema 4.61 |
st

F-sensible, k& filtro dual ? Teorema 4.53

Cuadro 4.2: Tabla de las relaciones entre las funciones f, ¢ y la funcién 279,
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Conclusiones

Dada la importancia de los sistemas dinamicos sensibles para el estudio del caos, empe-
zaron a surgir otras nociones relacionadas con la sensibilidad tales como: Li-Yorke sensible
[3], gruesamente sindéticamente sensible[21], sindéticamente sensible, cofinitamente sensible y
multisensibilidad (ver [22]). Después, en el 2011, Tan y Zhang [29] introducen una forma mas
general de sensibilidad via familias de Furtenbergy estudian la relacion entre sensibilidad, pares
F -sensibles y F-sensibilidad, donde ¥ es una familia de Furstenberg.

En el presente trabajo de tesis, nos dedicamos a estudiar estas propiedades que se presentan
en sistemas dindmicos. Asi como también estudiar la relaciéon que existe entre la dindmica in-
dividual de los sistemas (X, f), (Y, g) v la dindmica de los sistemas (X x Y, f x g), (2%,2/)
y (2X%Y 2/%9) Cabe mencionar que el desarrollo de esta tesis estuvo basado en el articulo
F-sensitivity and multi-sensitivity of hyperspatial dynamical systems ([32]). A lo largo de la
tesis, se estudian los distintos conceptos antes mencionados y se estudia de manera detallada
las relaciones que existen entre estos conceptos. Algunos de los resultados mas significativos los
enunciamos a continuacion. Teorema 3.10, Teorema 3.47, Teorema 3.51, Teorema 4.40 y Teo-
rema 4.43. Estos resultados son utilizados para construir los tablas obtenidas en Cuadro 5.1,
Cuadro 5.2 y Cuadro 5.3. Cabe mencionar que en dichos cuadros faltan por analizar algunas de
las posibles relaciones entre esas funciones.

Finalmente, los resultados en cuanto a las definiciones revisadas en este trabajo sélo se conocen
para algunos sistemas inducidos, pero no en todos los sistemas inducidos que se pueden definir
se han analizado estos conceptos. Esto puede significar un posible trabajo futuro.
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o8

A continuacién, en el Cuadro 5.1, se muestran las relaciones entre los sistemas dindamicos

(X, 1), (Yog) y (X XY, f xg).
Propiedad fog = fXg|fXg—=— fobg
si si
Sensible Teorema 3.10

Teorema 3. 107
si

no

Cofinitamente sensible Lema 3.22 Proposicién 3.28

si I o
Gruesamente sensible Lema 3.29 ?

si no
Sindéticamente sensible Lema 3.35 Proposicién 3.40

si
Gruesamente sindéticamente sensible Lema 3.41 ?

Multisensible

si
Teorema 3.47

si
Teorema 3.47

Ergédicamente sensible

si
Teorema 3.51

si
Teorema 3.51

Cuadro 5.1: Relaciones en el sistema dinamico producto.

En el Cuadro 5.2, se muestra las relaciones entre el sistema dinamico (X, f) y su sistema

dindmico inducido (2%, 27).

Propiedad

f = 27 2f

Sensible

no

Cofinitamente sensible

Sindéticamente sensible

S1

Corolario 4.44*Teorema 4.35%

S1

S1

Ejemplo 4.34 | Teorema 4.32 |

Teorema 4.374%Teorema 4.38%

:}f
si

S1
S1

S1

F -sensible, ¥ filtro dual

Multisensible Corolario 4.23*Teorema 4.26%
si
Ergodicamente sensible ? Teorema 4.40
si si

Teorema 4.43

Teorema 4.43

Cuadro 5.2: Tabla de las relaciones entre la funcién f y su inducida 27.
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Finalmente, en el Cuadro 5.3, se muestra las relaciones entre los sistemas dindmicos (X, f),
(Y,g) y el sistema (2X*Y 2/*9).

Propiedad fog = 2FX9[2fX9 — f 6 g
st

Sensible ? Teorema 4.57 |

st st

Multisensible Teorema 4.58 | [Teorema 4.58 |
st

Ergodicamente sensible ? Teorema 4.61 |
st

F-sensible, k& filtro dual ? Teorema 4.53

Cuadro 5.3: Tabla de las relaciones entre las funciones f, ¢ y la funcién 279,
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