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RESUMEN

En esta tesis se llevó a cabo el estudio del transporte electrónico a través de estructuras de puntos

cuánticos y moléculas magnéticas, mediante soluciones numéricas y analíticas de las ecuaciones

maestras, incorporando factores como la interacción Coulombiana y la polarización en los contac-

tos tipo fuente y drenaje unidos a las estructuras. Se encontró que, al aplicar un campo magnético

transversal a este tipo de sistemas, se manifiesta un fenómeno conocido como Dark State, en un

número que está directamente relacionado con el spin de las moléculas, además de que la posición

en la que aparecen depende únicamente de la anisotropía y el spin de la molécula. Esto puede inter-

pretarse como un bloqueo en la fase de Berry debido a la interferencia destructiva entre los caminos

de spin. De esta manera, al ser posible manipular la interferencia de la fase de Berry mediante la

modulación de campos magnéticos, es posible utilizar a este tipo de moléculas como interruptores

nanométricos.
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Capítulo 1

Introducción

El desarrollo de dispositivos electrónicos ha alcanzado un punto en el que no es posible seguir

despreciando los efectos de las interacciones cuánticas, pues las tecnologías emergentes requieren

de la manipulación de propiedades eléctricas a niveles cada vez más pequeños. Por ejemplo, los

últimos procesadores incluyen transistores de alrededor de 7nm [1], sin embargo, empresas como

IBM y TSMC han anunciado dispositivos de hasta 2nm para los próximos meses. El transporte

electrónico mediante la manipulación de impulsos electromagnéticos aplicados a moléculas mag-

néticas es entonces una alternativa en el desarrollo de la electrónica convencional, y tiene ya varios

años en investigación [2–4]. Las moléculas magnéticas en específico, han atraído un gran inte-

rés en las últimas décadas debido al surgimiento de la magneto-electrónica, mejor conocida como

spintrónica.

Una de las características más destacables de las moléculas magnéticas es que por su natura-

leza nanométrica, son parte importante en el proceso de registro magnético, el cual es básico en

la tecnología moderna. Este tipo de sistemas, también tiene potencial para formar qubits de 2 ni-

veles en cómputo cuántico. Además, poseen ciertas características que pueden aprovecharse para

desarrollar dispositivos de refrigeración magnética [5].

Existen diferentes enfoques para abordar el problema del transporte electrónico, tales como

la renormalización numérica de grupo de estados dispersados [6] o las funciones de Green pa-

ra el desequilibrio [7, 8]. En específico, uno de los caminos más empleados para estudiar este

problema es mediante el estudio de las ecuaciones maestras. La línea que suele seguirse es la si-

guiente. Usando una isla (que puede representar desde una región de material semiconductor, hasta
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un conglomerado de moléculas) para describir la estructura sobre la cual nos interesa conocer el

comportamiento del transporte, se resuelven de manera simultánea y consistente las ecuaciones

de Poisson y de Schrödinger con las condiciones frontera adecuadas, para así obtener una base de

eigenfunciones electrónicas. Posteriormente se realiza el cálculo de las tasas de transición entre

estos estados, utilizando la regla de oro de Fermi dentro del límite de dispersión débil teniendo

en cuenta el número de guías o contactos y su rol de fuente o drenaje de electrones. Finalmente,

se utiliza a las ecuaciones maestras como una expresión dinámica para describir la población de

los eigenestados, iterando las ecuaciones de Poisson, de Schrödinger y maestra en bucle [9]. El

flujo de corriente que atraviesa la isla se obtiene al conocer la probabilidad de ocupación de los

eigenestados que cuentan con portadores de carga.

Se ha demostrado que las ecuaciones maestras por sí mismas describen de buena manera el

enfoque irreversible o disipativo del equilibrio de un sistema bajo el efecto de una perturbación,

siempre y cuando el estado inicial sea expresado mediante la superposición de estados del Ha-

miltoniano sin perturbar y los resultados que se esperan sean de naturaleza estacionaria [10]. No

obstante, cuando se hace referencia a las ecuaciones maestras, al tratarse de descripciones de la

evolución temporal de la matriz densidad, por lo que para obtener una solución es necesario resol-

ver un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, cuyo número depende de las dimensiones

de la matriz densidad, que a su vez está relacionado con el número de niveles de energía disponi-

bles del sistema. Si en el modelado de estructuras de este tipo agregamos además factores como la

polarización de los contactos, la interacción de Coulomb o la temperatura, encontrar una solución

analítica para las ecuaciones maestras se vuelve prácticamente imposible. Es por ello que se han

desarrollado herramientas para aprovechar el poder de procesamiento actual con el propósito de

encontrar soluciones numéricas para este tipo de problemas.

QmeQ es un paquete escrito en lenguaje Python que permite crear modelos numéricos para

estudiar el transporte electrónico en puntos cuánticos conectados a contactos o guías, basándose

en los paquetes de NumPy, Cython y SciPy para encontrar soluciones a las ecuaciones maestras

de Pauli, Lindblad, Redfield y von Newmann (de primer y segundo orden) [11]. Este paquete

incorpora además, entre otros, factores como la temperatura, el potencial químico de las guías y la
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interacción Coulombiana entre los distintos niveles energéticos disponibles, con lo que es posible

enriquecer el modelado de estos sistemas.

Existen ya algunos trabajos que hacen uso de esta herramienta para realizar estudio de trans-

porte desde diferentes enfoques [12–14], demostrando la versatilidad del paquete. Como no todas

las ecuaciones maestras funcionan para los mismos entornos, QmeQ abre un mar de posibilidades

para explorar la física de los puntos cuánticos. No obstante, como ya se mencionó, es posible utili-

zar los mismos principios físicos que describen el transporte en este tipo de sistemas para modelar

prácticamente cualquier grupo pequeño de átomos.

Como los puntos cuánticos generalmente son fabricados como nano-estructuras o moléculas

acopladas con guías de onda, es posible aprovechar las soluciones que provee este paquete para

estudiar el transporte electrónico en moléculas magnéticas. Pero para ello, primero es necesario

resolver el Hamiltoniano de las moléculas y obtener sus niveles de energía. Sin embargo, las mo-

léculas magnéticas son estructuras que se caracterizan por tener spines relativamente grandes, lo

que puede aprovecharse para impulsar el desarrollo de nuevas tecnologías.

La manipulación, almacenamiento y transporte de información mediante el grado de libertad

de spin de un portador de carga es el objeto de estudio de la spintrónica [15]. Con ella se busca

mejorar algunas propiedades como la velocidad de procesamiento de información en señales o la

eficiencia en el consumo de energía de ciertos dispositivos [16]. Incluso se ha propuesto utilizar

este tipo de sistemas como elementos base en el cómputo cuántico [17].

En 2007 se demostró que la presencia de un campo magnético puede alterar la coherencia de

fases que mantiene al Dark State en una estructura de puntos cuánticos, dando lugar a oscilaciones

en la corriente [18]. Si se logran encontrar estas mismas oscilaciones en moléculas magnéticas y es

posible manipularlas mediante la modulación de un campo magnético externo, el fenómeno tendría

el potencial para ser aplicado en el diseño de transistores moleculares que lleven el desarrollo de

la electrónica a un nuevo nivel.

Las propiedades de transporte en moléculas magnéticas ya han sido exploradas experimental-

mente [19–22]. No obstante, no existe aún una metodología que nos permita modelar numérica-

mente el transporte electrónico en estructuras de este tipo tomando en cuenta factores como la

temperatura o la interacción de Coulomb, por lo que se propone diseñar un algoritmo para obtener
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los estados energéticos y las tasas de transición entre ellos en moléculas magnéticas, para incor-

porar esta información en el paquete QmeQ, y así estudiar el transporte electrónico en este tipo de

sistemas con las consideraciones ya mencionadas.



Capítulo 2

Marco Teórico

2.1. Transporte Electrónico

Cuando se trabaja a una temperatura lo suficientemente baja para encontrarse en el régimen del

bloqueo de Coulomb y se tiene una estructura como la que se muestra en la Figura 2.1, en la cual

los estados en las guías dependen de los potenciales químicos de las mismas, la condición para que

el transporte electrónico ocurra es que el número de estados disponibles en la isla que se encuentran

dentro del rango de energía entre los valores de los potenciales químicos de las guías sea distinto de

cero [23]. Esto quiere decir que entre los potenciales químicos de las guías fuente y drenaje debe

existir un gradiente de energía para que se dé el transporte electrónico a través de la isla. En el caso

de los puntos cuánticos, esta diferencia de energía en los potenciales suele manipularse mediante

la aplicación de un voltaje externo. Para las moléculas magnéticas, en cambio, esta diferencia se

da mediante la polarizacion en los spines de las guías.

En particular, cuando se tiene un punto cuántico como isla conectada a los contactos fuente

y drenaje, las interacciones de Coulomb entre los electrones en el punto y en el ambiente suelen

parametrizarse mediante una capacitancia C. De esta forma, cuando un electrón llega al punto

cuántico, el potencial químico del mismo cambia como función de la separación en los niveles de

energía ∆E y de C. Es posible entonces, distinguir tres regímenes de temperatura [24]:

I)
e2

C
<< kBT donde no es posible detectar la discretización de la carga.

II) ∆E << kBT <<
e2

C
donde muchos niveles son excitados debido a fluctuaciones térmicas,

conocido como el régimen del bloqueo de Coulomb clásico o metálico.
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E

Ocupación

Γ Γ

Fuente Drenaje

Isla

Figura 2.1: Isla conectada a dos contactos tipo fuente y drenaje. Para que exista el transporte elec-

trónico, debe existir un gradiente de energía entre los potenciales químicos de los contactos, repre-

sentado por la barra cian, en la cual descansen los niveles de energía disponibles de la isla.

III) kBT << ∆E <
e2

C
donde sólo unos cuantos niveles participan en el transporte, conocido

como el régimen del bloqueo de Coulomb.

Los sistemas a analizar en esta tesis se encuentran el régimen de temperaturas lo suficientemen-

te bajas para localizarse en el bloqueo de Coulomb. Para distinguir entre un pico ’cuántico’ y uno

’clásico’ de la conductancia en la zona del bloqueo de Coulomb se debe observar si éste disminuye

con el incremento de la temperatura. Si esto sucede, se trata de un pico ’cuántico’, mientras que si

se mantiene constante, se trata de un pico ’clásico’. Los picos en la conductancia aparecen debido

a la discretización de los niveles de energía disponibles en este tipo de sistemas [25].

2.1.1. Dark States e Interferencia Cuántica

La interferencia cuántica en el transporte electrónico en ocasiones puede llegar a interrumpir

el paso de corriente. [26]. A este fenómeno se le conoce como Dark State, en analogía con un

fenómeno óptico-cuántico en el cual no se permite hacer una transición energética entre los niveles
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energéticos de un átomo o molécula, debido a que éste no puede emitir o absorber electrones como

consecuencia de la superposición de las funciones de onda [27].

Se ha encontrado que la presencia de un campo magnético transversal en sistemas con spin pro-

voca oscilaciones en la tasa de tunelamiento, que la llevan a desvanecerse para ciertos valores del

campo [28]. Esto implica la posibilidad de la aparición de Dark States mediante la manipulación

de un campo magnético con las características adecuadas.

Una de las aproximaciones utilizadas para estudiar las propiedades de transporte en estos siste-

mas es mediante las ecuaciones maestras [29], que son conjuntos de ecuaciones diferenciales que

describen la evolución temporal de la matriz de densidad (ver Apéndice C) del sistema.

2.2. Ecuaciones Maestras

La matriz de densidad de un ensamble de sistemas sintetiza la información principal del sis-

tema, con las poblaciones de estados y las superposiciones entre ellos. Al resolver las ecuaciones

maestras se obtiene la evolución temporal de la matriz densidad, permitiendo que se conozcan

valores como la intensidad de corriente estacionaria que fluye por el sistema. En este trabajo se

emplearon las aproximaciones correspondientes a las ecuaciones maestras de Redfield y Lindblad,

que toman en cuenta la interacción del sistema con el ambiente que lo rodea.

2.2.1. Ecuación de Redfield

Consideremos un sistema total definido por un subsistema viviendo en él y el ambiente que lo

rodea, como se observa en la Figura 2.2. El Hamiltoniano HT del sistema puede escribirse como:

ĤT = ĤS ⊗ Îε + ÎS ⊗ Ĥε + αĤI (2.1)

donde ĤS es el Hamiltoniano del subsistema, Ĥε el del ambiente, ⊗ el producto tensorial, Îε,S
los operadores identidad del ambiente y el susbsistema en sus respectivos espacios de Hilbert. El

parámetro α es una medida de la fuerza entre la interacción del subsistema y el ambiente, dada

por:
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Figura 2.2: Un sistema descrito por la matriz de densidad ρT , con una dinámica determinada por el

Hamiltoniano HT , dividido en el subsistema de estudio y el ambiente.

ĤI =
∑
i

Ŝi ⊗ ε̂i (2.2)

siendo Ŝi el operador sistema-ambiente, y ε̂i el operador ambiente. La evolución temporal del

sistema total viene dada por la ecuación de von Newmann [30]:

˙̂ρT (t) = −iα
[
ĤI(t), ρ̂T (t)

]
(2.3)

donde ρ̂T la matriz densidad (ver Apéndice C) del sistema total. Integrando de 0 a t para sustituir

ρ̂T (t) en la ecuación (2.3), tenemos

ρ̂T (t) = ρ̂T (0)− iα
∫ t

0

ds
[
ĤI(s), ρ̂T (s)

]
(2.4)

El procedimiento se repite con la expresión que resulta, para obtener:

dρ̂T (t)

dt
= −iα

[
ĤI(t), ρ̂T (0)

]
− α2

∫ t

0

ds
[
ĤI(t),

[
ĤI(s), ρ̂T (s)

]]
+O(α3) (2.5)
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dondeO(α3) incluye a todos los términos que contienen un α de orden 3 o mayor. Si consideramos

que la interacción entre el sistema y el ambiente es pequeña, este término puede despreciarse.

Como nos interesa la ecuación de movimiento para ρ, se toma la traza sobre los grados de libertad

del ambiente (de ahí el subíndice ε):

dρ̂t(t)

dt
= Trε

[
dρ̂T (t)

dt

]
= −iαTrε

[
ĤI(t), ρ̂T (0)

]
− α2

∫ t
0
dsTrε

[
ĤI(t),

[
ĤI(s), ρ̂T (s)

]] (2.6)

Se asume que el subsistema y el ambiente no han interactuado previamente o que las interac-

ciones entre ellos tienen un periodo de vida muy corto, es decir, que no hay correlaciones entre

el subsistema y el ambiente. Matemáticamente ρ̂T (t) = ρ̂(0) ⊗ ρ̂ε(0). También se supone que el

estado inicial del sistema es térmico, por lo que ρ̂ε(0) = e−Ĥε/T/Tr
[
e−Hε/T

]
.

Como 〈ε̂,i 〉 = Tr [εiρε(0)] = 0 para todos los valores de i [30], utilizando la propiedad cíclica

de la traza, el primer término de la ecuación (2.6) es cero, pues:

Trε

[
ĤI(t), ρ̂T (0)

]
=
∑
i

(
Ŝi(t)ρ̂(0) Trε [ε̂i(t)ρ̂ε(0)]− ρ̂(0)Ŝi(t) Trε [ρ̂ε(0)ε̂i(t)]

)
(2.7)

De esta manera, la ecuación (2.6) se reduce a:

dρ̂(t)

dt
= −α2

∫ t

0

dsTrE

[
ĤI(t),

[
ĤI(s), ρ̂T (t)

]]
. (2.8)

Suponiendo que el subsistema y el ambiente no están correlacionados en ningún momento

de la evolución temporal, además de que las escalas temporales de correlación y relajación del

ambiente son mucho menores que la escala temporal del sistema, es posible asumir que el estado

del ambiente siempre es térmico, y desacoplado del estado del sistema, ρ̂T (t) = ρ̂(t)⊗ ρ̂ε(0).Con

esto, la ecuación para ˙̂ρ del subsistema, se vuelve independiente del sistema y local en el tiempo.

Como el kernel en la integración decae lo suficientemente rápido, es posible extender el límite

superior de la integral hasta el infinito sin alterar el resultado. Al hacer el cambio de variable

s→ t− s se obtiene la ecuación maestra de Redfield:

dρ̂(t)

dt
= −α2

∫ ∞
0

dsTrE

[
ĤI(t),

[
ĤI(s− t), ρ̂(t)⊗ ρ̂ε(0)

]]
. (2.9)
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2.2.2. Ecuación de Lindblad

La ecuación de Lindblad es una ecuación de movimiento efectivo para un subsistema que per-

tenece a un sistema más complicado [11]. Es útil preferentemente cuando los efectos de coherencia

entre estados son importantes , además de que el tunelamiento sea dominado por fenómenos se-

cuenciales, es decir cuando el transporte está dominado por saltos independientes de electrones de

un nivel energético a su vecino mas cercano [31].

Para empezar, se hace uso de la aproximación de onda rotante a la ecuación de Redfield, me-

diante el espectro del superoperador H̃Â ≡ [Ĥ, Â],∀Â en el espacio de Hilbert del sistema [30].

Esto con el fin de asegurar la positividad del mapeo. Escribiendo los operadores sistema-ambiente

en la base de los eigenvectores del superoperador, se tiene:

Ŝi =
∑
ω

Ŝi(ω)

[Ĥ, Ŝi(ω)] = −ωŜi(ω)

[Ĥ, Ŝ†i (ω)] = ωŜ†i (ω)

(2.10)

con ω los eigenvalores de H̃ . Usando el esquema de Schrödinger para el término de interacción del

Hamiltoniano actuando en el espacio de Hilbert del sistema (Ŝk = eitĤ Ŝke
−itĤ), la ecuación (2.2)

puede escribirse como:

H̃i(t) =
∑
k,ω

e−iωtŜk(ω)⊗ ε̃k(t) =
∑
k,ω

eiωtŜ†k(ω)⊗ ε̃†k(t). (2.11)

Combinando esta expresión con la ecuación de Redfield, la propiedad de permutación de la

traza y el hecho de que
[
Ĥε, ρ̂ε(0)

]
= 0, se tiene que:

dρ̂(t)

dt
=
∑
ω,ω′,k,l

(
ei(ω

′−ω)tΓ̂k,l(ω)
[
Ŝl(ω)ρ̂(t), Ŝ†k(ω

′)
]

+ ei(ω−ω
′)tΓ̂∗k,l(ω

′)
[
Ŝl(ω), ρ̂(t)Ŝ†k(ω

′)
])

(2.12)

donde los efectos del ambiente se han incluido dentro de los términos:

Γ̂kl(ω) =

∫ ∞
0

dseiωs Trε

[
ε̃†k(t)ε̃l(t− s)ρ̂ε(0)

]
. (2.13)
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con los operadores de ambiente escritos en la forma de interacción ε̂l(t) = eiĤεtεle
−iHεt. Debido a

la dependencia temporal, los términos con |ω − ω′| >> α2 oscilarán mucho más rápidamente que

la escala típica de evolución del sistema, y por tanto, no contribuyen a la evolución del sistema.

Si además estamos en el régimen de acoplamiento débil (α → 0) sólo se toman en cuenta las

contribuciones a la dinámica de los términos resonantes con ω = ω′. Así

dρ̂(t)

dt
=
∑
ω,k,l

(
Γ̂k,l(ω)

[
Ŝl(ω)ρ̂(t), Ŝ†k(ω)

]
+ Γ̂∗k,l(ω)

[
Ŝl(ω), ρ̂(t), Ŝ†k(ω)

])
(2.14)

Al separar los operadores Γ̂k,l en sus partes hermitiana y no-hermitiana, Γ̂k,l =
1

2
γ̂k,l(ω)+iπ̂k,l,

con γ̂k,l ≡ Γ̂k,l(ω) + Γ̂∗k,l(ω) =

∫ ∞
−∞

dseiωs Tr
[
ε̂†k(s)ε̂lρ̂ε(0)

]
, y π̂k,l ≡ −

i

2

(
Γ̂k,l(ω)− Γ̂∗k,l(ω)

)
, la

dinámica se divide en Hamiltoniana y no-Hamiltoniana, por lo que al sustituir se obtiene:

˙̂ρ(t) = −i
[
Ĥ + ĤLs , ρ̂(t)

]
+
∑
ω,k,l

γ̂k,l(ω)

(
Ŝl(ω)ρ̂(t)Ŝ†k(ω)− 1

2

{
Ŝ†kŜl(ω), ρ̂(t)

})
(2.15)

donde se define el Hamiltoniano Lamb shift, ĤLs =
∑
ω,k,l

π̂k,l(ω)Ŝ†k(ω)Ŝl(ω), con el fin de re-

normalizar los niveles de energía del sistema debido a la interacción con el ambiente.

Como la matriz formada por los coeficientes γ̂k,l es positiva, es posible diagonalizarla para

escribir la ecuación 2.15 en su forma diagonal. Si además se asume el caso más sencillo en el

que sólo existe una frecuencia ω de relevancia en el sistema, se llega a la Ecuación Maestra de

Lindblad:

dρ̂(t)

dt
= −i

[
Ĥ + ĤLs , ρ̂(t)

]
+
∑
i

(
D̂iρ̂(t)D̂†i −

1

2

{
D̂†i D̂i, ρ̂(t)

})
≡ L̂ρ̂(t) (2.16)

donde L̂ es la representación matricial de un superoperador en el espacio de Fock-Liouville, y los

D̂i son los operadores de salto. [30].

Resolver una de las ecuaciones maestras nos lleva a conocer la matriz de densidad, la cual

condensa toda la información del sistema. Es por ello que esta aproximación es muy común en

estudios para conocer el flujo de corriente a través de sistemas como puntos cuánticos o pequeños
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cúmulos de moléculas. Sin embargo, al tomar en cuenta factores como la interacción de Coulomb

entre los puntos cuánticos, encontrar una solución analítica a estas ecuaciones se vuelve práctica-

mente imposible. Es por ello que una aproximación numérica parece la mejor opción para estudiar

este tipo de estructuras.

La evolución constante de los equipos de cómputo ha sido clave para el perfeccionamiento de

aproximaciones numéricas que involucran un mayor número de cálculos y de mayor dificultad.

Python ofrece una gran variedad de paquetes (aparte de los que incluye en su librería estándar)

de uso libre que han sido desarrollados por grupos de científicos alrededor del mundo para rea-

lizar cálculos numéricos que permitan resolver todo tipo de problemas. Uno de estos paquetes es

el QmeQ (Quantum master equation for Quantum dot transport calculations) [11], que permite el

modelado numérico del transporte electrónico a través de puntos cuánticos mediante la especifica-

ción de diversos parámetros del sistema para dar solución a las ecuaciones maestras. Debido a que

prácticamente cualquier grupo pequeño de átomos que pueda conectarse a contactos de tipo fuente

y drenado tiene propiedades de transporte que se pueden modelar utilizando un marco teórico simi-

lar al de los puntos cuánticos, en esta tesis se propone un modelo para extender el uso del paquete

QmeQ para el cálculo numérico de corrientes que fluyen a través de una molécula magnética.

2.3. QmeQ

Diseñado en 2017, el paquete QmeQ tiene como objetivo modelar el transporte electrónico a

través de puntos cuánticos con interacciones fuertes electrón-electrón, mediante el cálculo de co-

rrientes estacionarias a través de la diagonalización del Hamiltoniano de la estructura y la solución

numérica de las ecuaciones maestras de Pauli, Lindblad, Redfield de primer orden y von Newmann

de primer y segundo orden (dependiendo de las condiciones que se estén tomando en cuenta en el

modelo), tratando como perturbación al efecto túnel.

Para utilizar el paquete es necesario especificar algunos parámetros mínimos del sistema, como

lo son la amplitud de túnel, los potenciales químicos y temperaturas de las guías, la interacción de

Coulomb (incluida en el Hamiltoniano del punto), los niveles de energía y la tasa de interacción
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entre ellos. Con ello se “construye” el sistema y es suficiente para calcular propiedades como la

corriente estacionaria, el flujo de energía y de calor entre muchas otras.

El modelado en QmeQ requiere separar el Hamiltoniano en 3 contribuciones: la de los electro-

nes en las guías, la de los electrones en los puntos cuánticos y la de los electrones haciendo túnel

entre las guías y los puntos. En este trabajo se hace uso de este esquema para estudiar el trans-

porte tanto en sistemas de puntos cuánticos como de moléculas magnéticas, por lo que se usa el

término isla para representar el término del Hamiltoniano que corresponde a los puntos cuánticos

o a la molécula magnética, dependiendo del sistema en estudio. Es indispensable dilucidar que

todos los cálculos presentados en esta tesis se llevaron a cabo haciendo uso de unidades atómicas.

Un ejemplo de ello es que el campo magnético siempre estará dado en unidades de 2.35052 T. El

Hamiltoniano queda entonces de la siguiente manera:

Ĥ = Ĥguias + Ĥtunel + Ĥisla. (2.17)

La parte que corresponde a las guías es descrita como electrones que no interactúan entre sí:

Ĥguias =
∑
αk

εαkĉ
†
αkĉαk (2.18)

con ĉ†αk (ĉαk) el operador que crea (aniquila) un electrón en el canal de la guía α, y k un número

cuántico que se refiere a un continuo de energía. Las guías siguen la función de ocupación de

Fermi-Dirac

fα(E) = 1/
[
e(E−µα)/Tα + 1

]
con temperatua Tα y potencial químico µα. Además, para realizar las k-sumas se considera que las

guías poseen una densidad de estados constante ν(E) ≈ ν(EF ) = νF (donde F se refiere al nivel

de Fermi), de manera que
∑

k fk →
∫ +D

−D dEν(E)f(E), con D el ancho de banda de las guías.

Dependiendo del sistema que se tenga en consideración, el índice α puede indicar una guía tipo

fuente/drenaje, o el estado de spin de un electrón.

Para escribir la parte del Hamiltoniano que corresponde a los electrones haciendo túnel entre

los puntos y las guías se tiene:
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Ĥtunel =
∑
αkj

tαk,j d̂
†
j ĉαk +H.C., (2.19)

donde el operador d†j crea un electrón en el orbital j disponible, al mismo tiempo que el opera-

dor cαk lo aniquila en el canal de la guía α, es decir que el primer término indica las transiciones

que van de las guías hacia los orbitales. El parámetro tαk,j es la amplitud de túnel entre el canal α

y el orbital j. Las siglas H.C. representan al hermitiano conjugado del primer término, por lo que

en esta parte es donde se incluyen las transiciones que van de los orbitales a las guías.

A partir de la amplitud de túnel se define la tasa de túnel Γ, un parámetro fundamental en la

construcción de los sitemas en QmeQ:

Γαk,i(E) = 2π
∑
k

|tαk,i|2δ(E − εαk), (2.20)

El último componente del Hamiltoniano, correspondiente a la isla, puede dividirse en dos par-

tes.

Ĥisla = Ĥsingle + Ĥcoulomb (2.21)

La primera es una matriz cuyos elementos sobre la diagonal principal contienen los distintos

niveles de energía u orbitales disponibles. Las tasas de transición entre ellos se encuentran en el

resto de los elementos. Se hará un mayor énfasis en este término en las siguientes secciones.

El segundo elemento es el que incluye la interacción de Coulomb entre los electrones presentes

en los distintos orbitales n,m, k y l:

Ĥcoulomb =
∑
mnkl

Umnkld̂
†
nd
†
md̂kd̂l, m < n. (2.22)

Los elementos de la matriz de Coulomb Umnkl pueden escribirse como [32]:

Umnkl =
e2

4πεrε0

∫
d3r

∫
d3r′

ϕ∗m(r)ϕ∗n(r′)ϕk(r
′)ϕl(r)

|r− r′|
(2.23)

con ϕm la parte espacial de la partícula en el estado m, εr la permeabilidad eléctrica relativa y ε0

la del vacío.
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Para definir los elementos de la matriz de Coulomb que son distintos de cero en un sistema de

múltiples puntos cuánticos, existen algunas reglas para despreciar a los términos cuyas contribu-

ciones son demasiado pequeñas. En primer lugar, se desprecian aquellos términos en los que m y

l o k y n pertenecen a puntos cuánticos diferentes, al igual que los que involucran elementos en

puntos cuánticos que estén más alejados que los primeros vecinos, pues su contribución es insig-

nificante. El resto de los elementos puede separarse en contribuciones intra-punto e inter-punto. El

primero hace referencia a los términos en los cuales todos los niveles m,n, k, l se encuentran en el

mismo punto cuántico, mientras que el segundo incluye las interacciones entre puntos vecinos.

E

Ocupación

KZ

Γ Γ

Fuente Drenaje

Figura 2.3: Representación esquemática de los niveles de energía en una molécula magnética sin

presencia de campo magnético. Las líneas horizontales representan los niveles de energía degene-

rados.

Tomando en cuenta que el comportamiento del espectro energético de una molécula magnética

(ver Figura 2.3) es de la forma de un doble pozo de potencial, en esta tesis los sistemas de moléculas

magnéticas se modelarán como si se trataran de un punto cuántico doble en el caso de moléculas

con spines semienteros (uno conteniendo todos los estados con ms < 0 y otro con los estados

que cumplen con ms > 0), o triple para moléculas con spines enteros (donde el punto adicional

contiene el estado con ms = 0).



16

Finalmente, para encontrar la corriente eléctrica que fluye a través de la guía α, QmeQ realiza

el cálculo para un estado estacionario:

Iα = −i

[
Ĥ,
∑
k

ĉ†αkĉαk

]
= − ∂

∂t

〈∑
k

ĉ†αkĉαk

〉
(2.24)

2.4. Puntos Cuánticos

Los puntos cuánticos son pequeñas regiones de un semiconductor del orden de 100 nm que

presentan propiedades sumamente interesantes. Desde sus primeros estudios, los puntos cuánticos

(también conocidos como átomos artificiales) han demostrado ser de gran utilidad en el estudio de

diversos fenómenos físicos, porque básicamente cualquier grupo pequeño de átomos (como siste-

mas moleculares y pequeños conglomerados de átomos metálicos) que pueda conectarse a contac-

tos de tipo fuente y drenado, tiene propiedades de transporte que se pueden modelar utilizando un

marco teórico similar al de estas estructuras [24].

Cuando en el sistema que se está simulando en QmeQ, la isla es un número determinado de

puntos cuánticos unidos a una cierta cantidad de contactos tipo fuente y drenaje, el término Hsingle

del Hamiltoniano en la ecuación 2.21, se define de la siguiente manera:

Ĥsingle =
∑
j

εj d̂
†
j d̂j +

∑
i 6=j

Ωij d̂
†
i d̂j, (2.25)

con εj la energía del orbital j y Ωij la tasa de transición entre los estados i y j. Recordando

que d̂† y d̂ son los operadores de creación y aniquilación, el primer término se interpreta como

la contribución de los electrones presentes en cada uno de los niveles de energía, mientras que el

segundo se refiere a las transiciones entre ellos.

La ecuación (2.25) tiene una representación matricial en la que los elementos sobre la diagonal

principal representan los niveles de energía disponibles, y el resto las distintas transiciones entre

niveles. Se trata de una matriz simétrica, como se observa en la ecuación (2.26).
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Ĥsingle =


ε1 Ω12 · · · Ω1n

Ω12 ε2 · · · Ω2n

...
... . . . ...

Ω1n Ω2n · · · εn

 (2.26)

Los cálculos para el transporte electrónico a través de puntos cuánticos que se hicieron en esta

tesis, se presentan en el Apéndice D.

2.5. Moléculas Magnéticas

Las moléculas magnéticas o SMM’s (Single-Molecule Magnets) pueden definirse como un

grupo de átomos magnéticos interactuando entre ellos, cuyo comportamiento puede ser descrito

mediante las interacciones de sus spines [17]. Se trata de nanopartículas magnéticas cuyos núcleos

poseen spines considerablemente grandes [5]. Su nombre se debe a que bajo la influencia de un

campo magnético externo, los spines pueden hacer túnel entre diferentes estados magnéticos, como

consecuencia de un peculiar efecto de histiéresis magnética [33].

Debido a la anisotropía, consecuencia de la estructura magneto-cristalina de la molécula, existe

una barrera de energía que separa los niveles energéticos con spines opuestos [34]. Cuando no hay

presencia de campo magnético, las moléculas magnéticas poseen dos direcciones opuestas de mo-

mento magnético que poseen el mismo nivel de energía. El campo magnético rompe esta simetría,

lo que provoca que los niveles mínimos de energía magnética sean diferentes para cada dirección

de spin, lo que lleva a los spines a tomar una orientación preferencial. No obstante, al retirar el

campo magnético (si la temperatura es lo suficientemente baja), las orientaciones magnéticas de

los spines se mantienen durante cierto tiempo, debido al costo energético necesario para cruzar

la barrera potencial que separa los spines opuestos del sistema. Así entonces, la forma en la que

ambas direcciones de momento magnético son repobladas es vía túnel (sólo entre niveles cuyas

energías coincidan [5]) o por transiciones entre niveles vecinos [35]. En la Figura 2.4 se puede

apreciar una representación de este fenómeno.

Si se toma una molécula magnética y se conecta a dos guías de onda que funjan como fuente

y drenaje de electrones, es posible observar estructuras tipo diamantes de Coulomb [36], como
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Figura 2.4: Representación del proceso de re-ocupación de los niveles energéticos en una molé-

cula magnética tras aplicar un campo magnético. En a) se presentan los niveles de una molécula

magnética sin presencia de perturbaciones, asemejándose a un doble pozo de potencial. En b) se

aprecia el desface en los niveles debido a la presencia del campo magnético, y finalmente en c) se

muestra el camino que siguen los electrones para re-ocupar los niveles energéticos tras retirar el

campo magnético.
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las que se manifiestan en los diagramas de estabilidad pertenecientes a experimentos de puntos

cuánticos [37].

Los sistemas con spin sólo son capaces de exhibir tunelamiento cuántico si existe una dege-

neración entre los niveles de energía. Sin embargo, en ocasiones la tasa de tunelamiento puede

desvanecerse debido a interferencias destructivas de fases de spin (o fases de Berry), y por con-

siguiente impedir la circulación de corriente en el sistema [38]. Si el sistema se encuentra en el

régimen del bloqueo de Coulomb, el tunelamiento entre los niveles de energía más bajos es el úni-

co medio de transporte disponible para los electrones, por lo que un bloqueo de la fase de Berry

eliminaría la degeneración entre estos niveles.

Con el objetivo de estudiar las propiedades de transporte de las moléculas magnéticas bajo la

influencia de perturbaciones externas, como primer paso se hace uso del Hamiltoniano que describe

el tunelamiento cuántico ante la presencia de un campo magnético transversal a la anisotropía de

la molécula [39]:

Ĥ = −KzŜz
2
− ŜxBx +K

(
Ŝ2
x − Ŝ2

y

)
(2.27)

El primer elemento de esta ecuación corresponde a la anisotropía uniaxial, y surge como resul-

tado de las interacciones órbita-spin y genera un eje magnético para el momento magnético de los

nanomagnetos.

El Hamiltoniano que se obtiene tras realizar los productos matriciales con los operadores co-

rrespondientes, es una matriz de (2s+ 1)× (2s+ 1) que presenta elementos distintos de cero sólo

en algunas diagonales. Para apreciar esto más claramente, se calcula el valor esperado del Hamil-

toniano para el caso general. Primero se reescribe la expresión 2.27 en función de los operadores

de subida y bajada.

Ĥ = −KzŜz
2
−

(
Ŝ+ + Ŝ−

2

)
Bx +

(
Ŝ2
+ + Ŝ2

−

2

)
K (2.28)

Tomando los eigenvalores de Ŝz, Ŝ+ y Ŝ− (ver Apéndice B):

Ŝz |sms〉 = ~m |sms〉 (2.29)
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Ŝ± |sms〉 = ~
√
s(s+ 1)−ms(ms ± 1) |s (ms ± 1)〉 (2.30)

Así entonces, el valor esperado de H estará dado por:

〈s′m′s| Ĥ |sms〉 =

〈s′m′s|
{
−~2m2

sKz |sms〉

−~
2
Bx

(√
s(s+ 1)−ms(ms + 1) |s (ms + 1〉+

√
s(s+ 1)−ms(ms − 1) |s (ms − 1〉

)
+

~2

2
K
(√

[s(s+ 1)−ms(ms + 1)][s(s+ 1)− (ms + 1)(ms + 2)] |s (ms + 1)〉

+
√

[s(s+ 1)−ms(ms − 1)][s(s+ 1)− (ms − 1)(ms − 2)] |(s (ms − 1)〉
)}

= −~2m2
sKzδs,s′δms,m′s

− ~
2
Bx

(√
s(s+ 1)−ms(ms + 1)δs,s′δms,m′s+1 +

√
s(s+ 1)−ms(ms − 1)δs,s′δms,m′s−1

)
+

~2

2
K
(√

[s(s+ 1)−ms(ms + 1)][s(s+ 1)− (ms + 1)(ms + 2)]δs,s′δms,m′s+2

+
√

[s(s+ 1)−ms(ms − 1)][s(s+ 1)− (ms − 1)(ms − 2)]δs,s′δms,m′s−2

)
(2.31)

Por las deltas que aparecen en la ecuación (2.31), podemos intuir que el factor de la anisotropía

uniaxial va a determinar los niveles energéticos disponibles en la molécula magnética, pues los

elementos de la diagonal principal en el Hamiltoniano dependerán únicamente de este parámetro.

Por otro lado, las deltas que multiplican a la intensidad de campo magnético en dirección transver-

sal representan la comunicación entre los primeros vecinos, por lo que esta sólo se verá afectada

al variar esta cantidad. Finalmente, las deltas que tienen como factor a la anisotropía espacial in-

dican la tasa de comunicación entre segundos vecinos, lo que implica que esta será una magnitud

característica de cada material.

De manera más gráfica se puede utilizar la representación matricial de este operador, como

aparece en la ecuación (2.32) para especificar cómo se vería un sistema como el que aparece en la

Figura ??.
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Ĥ =



a1Kz b1Bx c1K 0 · · · 0 0 0 0

b1Bx a2Kz b2Bx c2K 0 · · · 0 0 0

c1K b2Bx a3Kz b3Bx
. . . 0 · · · 0 0

0 c2K b3Bx a4Kz b4Bx
. . . 0 · · · 0

... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...

0 · · · 0
. . . b4Bx a4Kz b3Bx c2K 0

0 0 · · · 0
. . . b3Bx a3Kz b2Bx c1K

0 0 0 · · · 0 c2K b2Bx a2Kz b1Bx

0 0 0 0 · · · 0 c1K b1Bx a1Kz



(2.32)

Los coeficientes ai, bi, ci con i = 0, 1, 2, ..., s para spines enteros o i = 0, 1, 2..., s − 1

2
para

spines semienteros, son constantes cuyo valor depende únicamente del spin de la molécula. Los

elementos sobre la diagonal principal representan los niveles de energía disponibles, por lo que

podemos observar la degeneración del sistema. Por ejemplo, los elementos de la diagonal que se

encuentran en el primer y el último renglón, o los que se encuentran en el segundo y el penúltimo

renglón de la matriz. Además, los valores de los niveles de energía dependen únicamente del spin

de la molécula y de la anisotropía transversal. Las segundas diagonales están dominadas por la

magnitud del campo magnético transversal presente y las terceras diagonales por la anisotropía

espacial. Recordando que los elementos fuera de la diagonal principal representan las transiciones

entre los distintos niveles de energía, podemos intuir que éstas ocurrirán solamente entre los niveles

de energía primeros o segundos vecinos.

Como se mencionó en la sección 2.5, debido a las propiedades de su espectro de energía, las

moléculas magnéticas pueden verse como si se tratara de dos pozos separados por una barrera

potencial, cada uno concentrando las direcciones opuestas del spin.

Para construir un sistema en QmeQ que simule el transporte a través de una molécula magnética

(o isla) conectada a guías tipo fuente y drenaje, basta con sustituir el Hamiltoniano de la ecuación

(2.32) como Ĥsingle en la ecuación (2.21). Los valores de K y Kz se pueden tomar de la literatura.

Por ejemplo, en el caso de una molécula de Mn12, Kz = 0.548 meV [40]. Sin embargo, como se

puede ver en la ecuación 2.32, al incrementar el spin de la molécula, también lo harán el número



22

E
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Γ Γ

Fuente Drenaje

sm  = -3 sm  = 3

sm  = 0

sm  = -2 sm  = 2

sm  = -1 sm  = 1

sm  = -3

Ω13

Ω11

Ω13

Ω12

Ω01Ω01

Ω02
Ω02

Ω12

Ω32Ω32

Figura 2.5: Esquema que muestra los niveles de energía de una molécula magnética con spin 3 y

las transiciones entre ellos, siguiendo el Hamiltoniano de la ecuación 2.27. Las Ω representan las

constantes que definen las transiciones entre los niveles de energía.
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de elementos en la matriz del Hamiltoniano, con lo cual crecerá de forma exponencial la dificultad

para resolver el sistema. Es entonces necesario buscar un modelo cuya complejidad no se vea

afectada por spines más grandes.

Cuando la temperatura baja hasta el punto del régimen del bloqueo de Coulomb y se aplica

un campo magnético en la dirección de la anisotropía (Bz), los niveles de energía de la molécula

cambian de un lado del pozo (como se puede ver en la figura 2.4). Al conectar la molécula a

contactos tipo fuente y drenaje bajo la influencia de un campo magnético, el transporte quedará

definido por la separación entre estos dos niveles de energía, que son las eigenenergías más bajas

bajo la transformación ψ−ms −→ ψms . Si consideramos un enfoque en el que tanto la anisotropía

uniaxial como el campo magnético son perturbaciones, la separación depende únicamente de éstos

parámetros y del spin de la molécula [41]. Al tratarse de una aproximación en la que tanto B̃x

como K̃ son perturbaciones simultáneas, ambas comparten un coeficiente:

B̃x = λBx (2.33)

K̃ = λK (2.34)

Tomando un Hamiltoniano que nos permita describir la fase de Berry del tunelamiento cuántico

en moléculas magnéticas en unidades atómicas[42]:

Ĥ = −KzŜ
2
q,z−

(
BzŜq,z + B̃xŜq,x

)
+ K̃(Ŝ2

q,x− Ŝ2
q,y)+J‖Ŝq,z(n↑−n↓)+J⊥(Ŝ+

q d̂
†
↓d̂↑+ Ŝ−q d̂

†
↑d̂↓),

(2.35)

donde Ŝq,x, Ŝq,y y Ŝq,z son los operadores de spin de la molécula cargada eléctricamente con un

electrón (q = 1) o descargados (q = 0), nσ = d̂†σd̂σ es el operador de número de electrones, con σ

el spin del electrón; Ŝ±q = Ŝq,x ± iŜq,y son los operadores de cambio del spin de la molécula, y J‖

y J⊥ son las interacciones de intercambio longitudinal y transversal.

Se considera que el acoplamiento de intercambio entre el electrón y la molécula es altamente

anisótropo, de forma que no existe cambio de spin entre el electrón y la molécula. Esto implica

que J⊥ = 0 [15]. Si se asume que la molécula está unida a contactos que cuentan con el spin
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polarizado, y el sistema además se encuentra en el régimen de Bloqueo de Coulomb fuerte, en el

cual existe a lo mucho un electrón en exceso en la molécula, es posible reescribir el Hamiltoniano

como:

Ĥ = −KzŜ
2
q,z−

(
BzŜq,z + B̃xŜq,x

)
+K̃(Ŝ2

q,x− Ŝ2
q,y)+J‖Ŝ1,z|1〉〈1|⊗(| ↑〉〈↑ | − | ↓〉〈↓ |) (2.36)

donde {|0〉, |1〉} representan los estados sin carga y con carga de la molécula respectivamente, y

{| ↑〉, | ↓〉} los del spin del electrón. Recordando que al ser una aproximación doblemente pertur-

bativa, B̃x y K̃ son pequeños, por lo que es posible reescribir la ecuación (2.35) como:

Ĥ = Ĥ0 + δĤ (2.37)

donde la parte "no-perturbada"del Hamiltoniano está dada por:

Ĥ0 = −KzŜ
2
q,z −BzŜq,z + J‖Ŝ1,z|1〉〈1| ⊗ (| ↑〉〈↑ | − | ↓〉〈↓ |) (2.38)

mientras que la perturbación δĤ está dada por:

δĤ = −BxŜq,x +K(Ŝ2
q,x − Ŝ2

q,y) (2.39)

Cuando la molécula está cargada q = 1, las energías de Ĥ0 son una función de S1,z = m1, de

forma que

E(0)
m1,σ

= −Kzm
2
1 −Bzm1 + J‖m1 (δσ,↑ − δσ,↓) (2.40)

Debido a que los contactos fuente y drenaje están polarizados con spines opuestos, es posible

asumir sin pérdida de generalidad que los electrones que salten de la guía hacia la molécula tendrán

un spin positivo σ =↑, por lo que es posible ajustar el campo magnético longitudinal Bz de manera

que exista un tunelamiento de resonancia entre las dos proyecciones distintas de spin m1 > 0 y

m′1 < 0, respectivamente. Así, la degeneración entre m1 y m′1 ocurrirá si

E
(0)
m1,↑ − E

(0)

m′1,↓
= 0 (2.41)
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Con esta condición, la degeneración debido a la presencia del campo magnético longitudinal ocu-

rrirá cuando

Bz = −Kz(m1 +m′1) + J‖

(
m1 − |m′1|
m1 + |m′1|

)
(2.42)

Debido a la presencia del campo magnético en z, m1 = s − n y m′1 = −s, con n = 1, 2, 3, ...

pequeño, y, recordando que al estar lidiando con moléculas magnéticas 2s >> n, es posible definir

una Kz
(eff) = Kz

(
1−

J‖
2sKz

)
de forma que

Bz

K
(eff)
z

= n (2.43)

Es posible entonces, escribir la ecuación (2.40) como

E(0)
m1,σ

= −Kzm
2
1 −m1Bz +

J‖n

2s
(2.44)

Para un spin fijo se obtiene una serie de lineas rectas al graficar Bz contra E, como puede

observarse en la Figura 2.6, donde la degeneración de los niveles de energía provocada por la

presencia del campo magnético en dirección paralela a la anisotropía se da en las intersecciones

entre las líneas. En otras palabras, es posible predecir el campo magnético para el que se van a

alinear dos niveles de spin diferentes.

De esta manera, cuando se satisface la condición de la ecuación (2.42), el Hamiltoniano H es

una matriz diagonal dada por:

Ĥ0 =


|s1,m1〉|1〉| ↑〉 |s1,m1〉|1〉| ↓〉

〈s1,m1|〈1|〈↑ | E
(0)
m1,↑ 0

〈s1,m1|〈1|〈↓ | 0 E
(0)

m′1,↓

 (2.45)

Es posible retirar la degeneración en el Hamiltoniano de la ecuación (2.45) usando la pertur-

bación δĤ, la cual no conmuta con ˆS1,z. La separación de los niveles de energía inducida por el

tunelamiento cuántico del spin puede obtenerse al aplicar la teoría de perturbaciones al Hamilto-

niano Ĥ0, dado por [39, 41]
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Figura 2.6: Cruce entre distintos niveles de spin para la ecuación (2.44) para una molécula magné-

tica con spin s = 9/2.
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∆E =
4s

22s(2s− 1)!K2s−1
z

2s∏
n=1

(Bx − (2s+ 1− 2n)Ba) , (2.46)

Ba =
√

2KKz (2.47)

con s el estado base de spin de la molécula. De la ecuación 2.46 se obtiene que la separación entre

los niveles de energía es cero cuandoB(n)
x = (2s+1−2n)Ba, para n = 1, 2, . . . , 2s. Este fenómeno

se debe a que para ciertos valores del campo magnético, se genera interferencia destructiva entre

los diferentes caminos de túnel del spin. De esta manera, se obtiene un Hamiltoniano efectivo de

dos niveles para el sistema, dado por

Ĥ =


|s1,m1〉|1〉| ↑〉 |s1,m1〉|1〉| ↓〉

〈s1,m1|〈1|〈↑ | E
(0)
m1,↑ ∆E

〈s1,m1|〈1|〈↓ | ∆E E
(0)

m′1,↓

 (2.48)

Para complementar el modelo con el desfase producido por el ruido que provoca la carga basta

con modificar levemente los operadores de salto Dγ
i de la ecuación de Lindblad (ecuación (2.16))

[18]:

Dγ
i =
√
γ |i〉 〈i| i = 1, 2, 3 (2.49)

con γ la tasa de decoherencia, que, por simplicidad, se considera la misma para cada pozo de

potencial, nivel energético o punto cuántico, según sea el caso.



Capítulo 3

Metodología y Resultados

3.1. Moléculas Magnéticas

Para pasar del modelado numérico de transporte en puntos cuánticos al de transporte en molé-

culas magnéticas, es necesario adaptar el Hamiltoniano utilizado para describir el sistema. En esta

sección se presentan dos aproximaciones para realizar el estudio del transporte en este tipo de sis-

temas. El primer acercamiento aborda el modelado de moléculas magnéticas a bajas temperaturas

unidas a contactos tipo fuente y drenado, contrastando las soluciones numéricas con las analíticas.

Sin embargo, el tiempo de cómputo necesario para calcular las corrientes estacionarias que fluyen

a través de estos sistemas crece exponencialmente al incrementar el spin de la molécula, por lo

que esta aproximación sólo aborda spines pequeños. En la segunda parte se presenta un estudio

del transporte electrónico en moléculas magnéticas con spines grandes en el de temperatura del

bloqueo de Coulomb, con una aproximación perturbativa del campo magnético y la anisotropía

uniaxial del material bajo análisis.

3.1.1. Temperaturas Bajas

Como primer caso de análisis, se toma una molécula con spin s = 1, que tiene 3 niveles de

energía disponibles y que se encuentra conectada a un contacto tipo fuente y a otro tipo drenaje, co-

mo se puede apreciar en la figura 3.1. Tomando el Hamiltoniano de la ecuación 2.32 y aplicándolo

a este sistema, se tiene:
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H =


−Kz −Bx√

2
K

−Bx√
2

0 −Bx√
2

K −Bx√
2
−Kz

 (3.1)

E

Ocupación

Γ Γ

Fuente Drenaje

Ω2

Ω1 Ω1

sm  = -1 sm  = 1

sm  = -0

Figura 3.1: Representación esquemática de una molécula con spin s=1 unida a contactos tipo fuente

y drenaje.

Para resolver la ecuación analítica de Lindblad de forma analítica, se toma el Hamiltoniano de

la ecuación (3.1) y se le agrega un renglón y una columna para que sus dimensiones coincidan con

las de la matriz de densidad (ver Apéndice C):

H =



1 0 0 0

0 −Kz −Bx√
2

K

0 −Bx√
2

0 −Bx√
2

0 K −Bx√
2
−Kz


(3.2)
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Al estar el sistema unido a un contacto fuente y a otro drenaje, los operadores de salto D1 que

va del contacto fuente al nivel ms = −1, y D2 que val del nivel ms = 1 al contacto drenaje, se

definen de la siguiente manera:

D1 =
√

Γ1 |1〉 〈0| ,

D2 =
√

Γ2 |0〉 〈3|
(3.3)

con Γ1 = Γ2 = Γ. La ecuación maestra de Lindblad para este sistema se escribe entonces

como:

dρ

dt
= −i[H, ρ] +D1ρD

†
1 +D2ρD

†
2 −

1

2

[
D†1D1ρD

†
2D2ρ

]
− 1

2

[
ρD†1D1 + ρD†2D2

]
= Lρ. (3.4)

Resolviendo la ecuación de Lindblad se obtiene una expresión para la corriente estacionaria

que fluye a través de la molécula:

〈I〉 =

Γ

[
B2
x

2
−K(K +Kz)

]2
B2
x

[
Γ3

4
+ 2K2 − 4ΓK(K +Kz)

]
+ Γ

[
Γ

2

(
K2 +KKz +

K2
z

2

)
+ 4K2(K +Kz)

2

]
(3.5)

En la ecuación (3.5) claramente se nota que deben aparecer dos Dark States, cuando el campo toma

los valores Bx = ±
√

2K(K +Kz), lo cual era de esperarse, pues en el Hamiltoniano (ecuación

(3.1)), las interacciones entre los niveles de energía primeros y segundos vecinos (que son las prin-

cipales responsables del transporte) están determinados únicamente por el campo magnético y la

anisotropía de la molécula. Para el modelado numérico se eligen las ecuaciones maestras de Red-

field y de Lindblad. El sistema se construyó en QmeQ haciendo uso de los siguientes parámetros:

K = 0.06 meV, Kz = 1 meV, µ1 = 5Γ, µ2 = 15Γ, U1221 = U1331 = U2332 = 15.09Γ y Γ = 1. Para

definir el Hsingle se toma la ecuación (3.1).

En la Figura 3.2 se puede apreciar la comparativa entre las aproximaciones numéricas pertur-

bativas y las soluciones analíticas en la escala lineal, mientras que en la Figura 3.3 se muestran los

resultados en escala logarítmica. El Dark State aparece en la posición que se predijo teóricamente
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Figura 3.2: Comparativa de los resultados obtenidos haciendo uso del paquete QmeQ, frente a la

solución analítica de la ecuación de Lindblad para una molécula de spin s=1. Se eligieron los

valores de K = 0.06 meV, Kz = 1 meV, µ1 = 5Γ, µ2 = 15Γ, U1221 = U1331 = U2332 = 15.09Γ y

Γ = 0.39.
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Figura 3.3: Comparativa de los resultados obtenidos haciendo uso del paquete QmeQ, frente a la

solución analítica de la ecuación de Lindblad para una molécula de spin s=1 en escala logarítmica.

Se eligieron los valores de K = 0.06 meV, Kz = 1 meV, µ1 = 5Γ, µ2 = 15Γ, U1221 = U1331 =

U2332 = 15.09Γ y Γ = 0.39.
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Figura 3.4: Diferencia Relativa de los resultados obtenidos haciendo uso del paquete QmeQ y la

solución analítica perturbativa respecto a la solución analítica de la ecuación de Lindblad para una

molécula de spin s=1. Se eligieron los valores de K = 0.002, Kz = 1, µ1 = 5Γ, µ2 = 15Γ,

U1221 = U1331 = U2332 = 15.09Γ y Γ = 0.39.
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en todos los casos. Se observa además en la Figura 3.4 que la aproximación perturbativa que se lle-

vó a cabo en QmeQ se aproxima más a la solución analítica del caso sin perturbar que la solución

analítica del enfoque perturbativo. Esto puede adjudicarse a los factores que se toman en cuenta en

el paquete de Python que la solución analítica no suele incluir, como la interacción de Coulomb,

y la polarización en los contactos. Sin embargo, es claro que todas las soluciones tienen la misma

forma, pues las diferencias relativas entre ellas son casi constantes, excepto en los puntos donde se

localizan los Dark States (cuando la corriente tiende a cero), debido al error numérico asociado a

dividir entre valores muy pequeños (que es un paso necesario al estar calculando el la diferencia

relativa).

No obstante, al incrementar el spin de la molécula, las dimensiones del Hamiltoniano también

crecen, lo cual eleva el tiempo de cálculo de forma exponencial. Las moléculas magnéticas se ca-

racterizan por tener spines grandes, por lo que un modelo como este requiere de procesadores muy

poderosos y tiempos de cálculos demasiado grandes. Es por ello que se recurre a la aproximación

perturbativa a temperaturas en el régimen del bloqueo de Coulomb, como el Hamiltoniano del

modelo que se propone en la ecuación (2.45).

3.1.2. Aproximación Perturbativa

Aplicando un campo magnético paralelo a la dirección de la anisotropía a un sistema que se

encuentra en el régimen del bloqueo de Coulomb, los únicos niveles disponibles para el transporte

son los de menor energía que se emparejan debido a la presencia del cambo, es decir m−s = −s y

ms−1 = s−1. Una molécula magnética a bajas temperaturas conectada a un contacto tipo fuente y

a otro drenaje, como el que se muestra en la Figura 3.5, sólo presentará transporte vía túnel cuando

exista una separación entre los niveles de energía.

Para resolver analíticamente la ecuación de Lindblad, al Hamiltoniano de la ecuación (2.48) se

le debe agregar un renglón y una columna, de manera que sus dimensiones coincidan con la matriz

de densidad del sistema (ver Apéndice C):
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Figura 3.5: Representación esquemática de una molécula en el régimen del bloqueo de Coulomb

unida a contactos tipo fuente y drenaje en presencia de un campo magnético con componentes en

dirección paralela y trasversal a la anisotropía. Se puede apreciar cómo se emparejan los niveles

−s y s− n, con n = 1, 2, 3, ... tal que n << s



36

H =


1 0 0

0 Em−s ∆E

0 ∆E Ems−n

 (3.6)

Por su parte, los operadores de Lindblad D1 que va del contacto fuente al nivel m−s = −s, y

D2 que va del contacto drenaje al nivel ms−1 = s− 1, se definen como:

D1 =
√

Γ1 |1〉 〈0| ,

D2 =
√

Γ2 |0〉 〈2|
. (3.7)

La ecuación de Lindblad para el sistema, tiene la misma forma que la ecuación (3.4), pero

con Hamiltoniano y operadores de salto diferentes. Para encontrar la corriente estacionaria que

fluye a través de la molécula, se resuelve la ecuación diferencial (3.4) con la matriz de densidad

correspondiente al nuevo sistema, y los operadores de salto definidos en la ecuación (3.7). La

expresión que se obtiene es la siguiente:

〈I〉 =
4∆E2

Γ2 + 12∆E2
(3.8)

De esta expresión es claro que no existirá paso de corriente cuando ∆E = 0. Recordando que

∆E está dado por la ecuación (2.46), la intensidad de corriente debería disminuir al incrementar el

spin, debido a los factores extra que aparecerían en el productorio incluido en la separación de los

niveles de energía. Las soluciones para moléculas con spines diferentes y es función del spin y la

anisotropía de la molécula se pueden apreciar en la Figura 3.6. Se tomaron los valores deK = 0.06

meV, Kz = 1meV, y Γ = 0.38.

Como la teoría lo predice, el número de Dark States se incrementa con el spin, y sus posiciones

están determinadas por los puntos en los que el campo magnético toma los valores B = (2s+ 1−

2n)Ba, con n = 1, . . . , 2s; cuando el spin interfiere destructivamente consigo mismo, suprimiendo

el paso de la corriente. También se aprecia el decremento en la intensidad del flujo de corriente al

incrementar el spin de la molécula.

Para construir el sistema en QmeQ, se toma comoHsingle al Hamiltoniano de la ecuación (2.48).

Los parámetros empleados para el estudio de las moléculas son: K = 0.06 meV, Kz = 1 meV,
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Figura 3.6: Solución analítica para la ecuación maestra de Lindblad en el caso de spin s = 2, s = 5/2

y s = 3, con K = 0.06 meV, Kz = 1 meV y Γ = 0.38
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µ1 = −13.16Γ, µ2 = 13.16Γ, U1221 = 26.32Γ y Γ = 0.38, para moléculas con spines de 2, 5/2 y

3. En la Figura 3.7 puede observarse que la posición y el número de los Dark States se mantiene

con las mismas especificaciones que en el caso de la solución analítica. La pequeña diferencia en

la altura de las curvas puede atribuirse a la inclusión de la interacción de Coulomb en los cálculos,

en adición a el error numérico intrínseco en los cálculos de este tipo y otros factores que no se

toman en cuenta en la solución analítica, como lo son la polarización de los contactos tipo fuente

y drenaje.

Para tener una mejor referencia en cuanto a las diferencias que surgen al usar el método analítico y

el numérico desde el enfoque doblemente perturbativo, en la Figura 3.8 se aprecia la comparación

de los resultados obtenidos para los 4 casos analizados. En la Figura 3.9, en cambio, se muestra la

diferencia relativa entre las soluciones analíticas y numéricas. En general la diferencia se mantiene

constante, salvo en los puntos donde se encuentran los Dark States (al igual que en el caso de la

molécula con spin 1). Esto se debe a que el valor que alcanza la corriente en estos puntos es tan

pequeño y cercano a cero, que al calcular la diferencia relativa (específicamente, al dividir por

el valor de la corriente), el resultado numérico crece drásticamente. No obstante, como se puede

ver en las gráficas de la Figura (3.8) los Dark States coinciden en todos los casos, en posición y

número.

3.1.3. Desfase (Dephasing)

Finalmente, para estudiar el efecto del desfase provocado por el ruido que aparece debido a

la carga en este modelo, basta con introducir los operadores de salto de la ecuación (2.49) en la

ecuación de Lindblad (ecuación (2.16)), obteniendo lo siguiente:

dρ

dt
= −i[H, ρ] +Dγ

1ρD
γ†
1 +Dγ

2ρD
γ†
2 −

1

2

[
Dγ†

1 D
γ
1ρD

γ†
2 D

γ
2ρ
]
− 1

2

[
ρDγ†

1 D
γ
1 + ρDγ†

2 D
γ
2

]
= Lγρ.

(3.9)

En este caso particularmente, sólo se obtuvo una solución analítica a la ecuación de Lindblad

para el caso general. En la Figura 3.11 se muestra la comparativa en los valores de la corriente

estacionaria para una molécula con spin s = 3, Γ = 0.38, Em = 0 y K = 0.06meV, Kz = 1 meV

para distintos valores de la tasa de decoherencia γ.
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Figura 3.7: Resultados obtenidos haciendo uso del paquete QmeQ para resolver la ecuación maestra

de Lindblad para spines 2 (línea color rojo), 5/2 (línea color amarillo) y 3(línea color azul), con

K = 0.06 meV, Kz = 1 meV, µ1 = −13.16Γ, µ2 = 13.16Γ, U1221 = 26.32Γ y Γ = 0.38
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Figura 3.8: Comparativa de los resultados obtenidos con las soluciones analíticas (líneas color azul)

y numéricas (líneas color rojo) de la ecuación maestra de Lindblad para spines 1/2, 2, 5/2 y 3, con

K = 0.06 meV, Kz = 1 meV, µ1 = −13.16Γ, µ2 = 13.16Γ, U1221 = 26.32Γ y Γ = 0.38
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ción maestra de Lindblad para spines 1/2, 2, 5/2 y 3 respecto a las soluciones analíticas, con
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Figura 3.10: Esquema de una molécula magnética conectada a contactos tipo fuente y drenaje,

bajo la influencia de un campo magnético con componentes paralela y transversal a la anisotropía,

tomando en cuenta el efecto del desfase provocado por el ruido que aparece debido a la carga.
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En el gráfico es posible ver que la influencia del ruido provocado por la carga tiene un impacto

muy pequeño en los valores de la corriente que fluye a través del sistema. Es necesario tomar

valores de γ relativamente mas grandes (en este caso con dos órdenes de magnitud de diferencia)

para notar un cambio considerable en la corriente. Sin embargo, la posición y el número de Dark

States en el sistema permanecen inalterados.
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Figura 3.11: Comparativa en los valores de la corriente estacionaria para una molécula con spin

s = 3, Γ = 0.38, Em = 0, K = 0.06 meV Kz = 1 meV, γ = 0 y γ = 100



Capítulo 4

Conclusiones

Fue posible trasladar la metodología del cálculo de corrientes estacionarias a través de puntos

cuánticos a sistemas de moléculas magnéticas mediante la solución analítica a las ecuación maestra

de Lindblad, y aproximaciones doblemente perturbativas a las soluciones analíticas y numéricas

de las ecuaciones maestras de Lindblad y Redfield, adaptando el Hamiltoniano a las condiciones

del problema y polarizando los contactos de las guías tipo fuente y drenaje. Se logró incorporar,

además, la interacción de Coulomb a la simulación de estos sistemas.

Con una aproximación doblemente perturbativa a temperaturas en el régimen del bloqueo de

Coulomb, fue posible calcular el transporte electrónico a través de moléculas magnéticas con spi-

nes más grandes ante la presencia de un campo magnético paralelo a la dirección de la anisotropía,

demostrando que el número de Dark States incrementa con el spin, y que la posición de estos de-

pende de las características de la molécula, en específico de la anisotropía. Además, se observa que

la intensidad de magnitud de corriente disminuye también al incrementar el spin de la molécula, lo

cual es coherente con las predicciones del modelo.

Los resultados se mantuvieron tanto en la solución analítica de la ecuación de Lindblad, co-

mo en las soluciones numéricas a las ecuaciones maestras. Las diferencias en la magnitud de la

intensidad de corriente se atribuyen a los factores que se incluyen en las simulaciones numéricas

y que no son tomados en cuenta en los cálculos de la solución analítica, como la interacción de

Coulomb y la polarización en los contactos tipo fuente y drenaje, además de los errores numéricos

intrínsecos asociados a manejar cantidades tan pequeñas.
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Al tener en cuenta el desfase que provoca el ruido consecuencia de la presencia de la carga en el

modelo de la doble aproximación perturbativa no se notó un cambio en la posición ni en el número

de Dark States del sistema, y para notar un cambio considerable en los valores de la corriente, fue

necesario incrementar dos órdenes de magnitud en el valor de la tasa de decoherencia.

Se presentó una metodología que permite modular los Dark States en una molécula magnética

conectada a contactos tipo fuente y drenaje, al aplicar un campo magnético mediante una aproxi-

mación doblemente perturbativa. Con esto es posible proponer a los sistemas de este tipo como

interruptores nanométricos, lo cual deja abierta la posibilidad para una gran variedad de estudios a

futuro.
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Apéndice A: Formulación Matricial

En esta sección se presentan las definiciones esenciales para entender la notación matricial de

la mecánica cuántica empleada en los cálculos de esta tesis. Para una mayor extensión y rigor en

las explicaciones se sugiere consultar las referencias [43] [44].

Se define a los vectores como el conjunto de objetos |V1〉, |V2〉, ..., |Vi〉 que forman un espacio

vectorial, es decir, que siguen reglas determinadas para la suma vectorial y el producto por un

escalar (tales como cerradura, conmutatividad, asociatividad, etc.). En la notación de Dirac, los

vectores se denotan mediante el símbolo |V 〉, llamado ket V.

En un espacio n dimensional, un conjunto de n vectores linealmente independientes forma una

base. Sea |i〉ni=1 un conjunto de vectores que forma una base de un espacio n dimensional. Es

posible escribir a cualquier elemento del espacio como combinación lineal de los vectores de la

base

|V 〉 =
n∑
i=1

vi |i〉 =


v1

v2
...

vn

 . (A.1)

Los coeficientes de expasión vi se conocen como componentes del vector. Cada ket tiene un

adjunto, o transpuesto conjugado llamado bra (〈V |). Ahora se tienen dos espacios vectoriales, el

espacio de los kets y un espacio dual formado por los bras. El producto interno queda entonces

definido sólo entre bras y kets, como:

〈V |W 〉 = [v∗1 v
∗
2 ... v

∗
n] ·


w1

w2

...

wn

 . (A.2)

Al ir de la base de los kets a la de los bras, es posible observar que el producto por un escalar

a cumple con:

〈aV | = 〈V | a∗, (A.3)
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y así se puede expandir un bra en términos de una base como:

〈V | =
n∑
i=1

〈i| v∗i , (A.4)

donde las componentes pueden expresarse como

vi = 〈i|V 〉

o v∗i = 〈V |i〉 .
(A.5)

Los operadores pueden ser presentados como matrices de n × n que dependen de la base que

se elija. Un operador puede actuar sobre un bra o un ket de la siguiente manera:

Ω |V 〉 = |V ′〉 , 〈V ′|Ω = 〈V ′′|. (A.6)

Dado un ket Ω |V 〉 = |ΩV 〉, el bra correspondiente es 〈ΩV | = 〈V |Ω†, donde Ω† es el adjunto

o transpuesto conjugado de Ω. El orden de los operadores es importante, por lo que se define al

conmutador de dos operadores como

[Ω,Λ] ≡ ΩΛ− ΛΩ. (A.7)
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Apéndice B: Operadores de Spin

Además del momento angular L, las partículas elementales poseen una forma de momento

angular intrínseco S que no está asociado a su movimiento orbital, llamado Spin. Sus componentes

siguen la regla de conmutación :

[Ŝi, Ŝj] = i~
∑
k

εijkŜk (B.1)

Se definen los operadores de subida y bajada, que son muy útiles para la construcción de las

matrices de Spin:

Ŝ± ≡ Ŝx ± iŜy (B.2)

Los eigenvectores de los operadores de Spin satisfacen [43]:

Ŝ2 |sm〉 = ~2s(s+ 1) |sm〉 , (B.3)

Ŝz |sm〉 = ~m |sm〉 , (B.4)

Ŝ± |sm〉 = ~
√
s(s+ 1)−m(m± 1 |s (m± 1)〉 , (B.5)

donde

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, ...; m = −s,−s+ 1, ..., s− 1, s. (B.6)

Dado que s es fijo, los elementos matriciales de Ŝz estarán dados por:

Sz;m,m′ = 〈s,m′|Sz |s,m〉 = ~m 〈m′|m〉 = ~mδm′,m (B.7)

Se trata de una matriz, cuyos elementos en la diagonal son los posibles valores de m (que se

muestran en la ecuación B.6) multiplicados por ~:
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Sz = ~



s 0 0 · · · 0

0 s− 1 0 · · · 0

0 0 s− 2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · −s


(B.8)

Siguiendo el mismo procedimiento con los operadores de subida y bajada se obtiene:

S+ = ~



0 bs 0 0 · · · 0

0 0 bs−1 0 · · · 0

0 0 0 bs−2 · · · 0
...

...
...

... . . . ...

0 0 0 0 · · · b−s+1

0 0 0 0 · · · 0


, (B.9)

S− = ~



0 0 0 · · · 0 0

bs 0 0 · · · 0 0

0 bs−1 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...

0 0 0 · · · b−s+1 0


(B.10)

donde

bm ≡
√

(s+m)(s+ 1−m) (B.11)

Finalmente, de las definiciones en la ecuación B.2, se obtiene que

Ŝx =
1

2
(Ŝ+ + Ŝ−), Ŝy =

1

2i
(Ŝ+ − Ŝ−),

por lo que utilizando las matrices recién encontradas:
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Sx =
~
2



0 bs 0 0 · · · 0 0

bs 0 bs−1 0 · · · 0 0

0 bs−1 0 bs−2 · · · 0 0

0 0 bs−2 0 · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 · · · 0 b−s+1

0 0 0 0 · · · b−s+1 0


, (B.12)

Sy =
~
2i



0 bs 0 0 · · · 0 0

−bs 0 bs−1 0 · · · 0 0

0 −bs−1 0 bs−2 · · · 0 0

0 0 −bs−2 0 · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 · · · 0 b−s+1

0 0 0 0 · · · −b−s+1 0


. (B.13)
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Apéndice C: Matriz de Densidad

Considera un ensamble de N sistemas, de los cuales ni (i = 1, 2, ..., k) están en el estado |i〉.

El ensamble está entonces descrito por k kets |1〉, |2〉, ..., |k〉, y k números de ocupación n1, n2, ...,

nk. La matriz de densidad es una forma conveniente de reunir toda esta información [34]:

ρ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| (C.1)

donde pi = ni/N es la probabilidad de que un sistema del ensamble elegido de forma aleatoria se

encuentre en el estado |ψi〉, que obedece la ecuación de Schrödinger:

i~
d |ψi(t)〉
dt

= H(t) |ψi(t)〉 (C.2)

La probabilidad de encontrar el sistema en un eigenestado |a〉 que sigue la ecuación de eigen-

valores A |a〉 = a |a〉está dada por el elemento diagonal:

〈a| ρ |a〉 =
n∑
i

pi| 〈a|ψi(t)〉 |2 (C.3)

Los elementos diagonales de la matriz de densidad son llamados poblaciones, mientras que el

resto son llamados coherencias que representan la superposición entre dos eigenestados |a〉 y |a′〉

diferentes. Si el sistema en estudio tiene n estados excitados disponibles, la matriz densidad tiene

un tamaño de n+ 1× n+ 1. El primer elemento diagonal representa la probabilidad de encontrar

al sistema en su estado base, mientras que la primera columna y el primer renglón indican la

interferencia entre los estados excitados con el estado base [45].

El valor promedio del operador A en el ensamble es

〈Ā〉 =
∑
i

pi 〈ψi|A |ψi〉 . (C.4)

La barra en
〈
Ā
〉

indica que hay dos tipos de promedio en cuestión. Un promedio cuántico
〈
Ā
〉

para cada sistema en |ψi〉, y un promedio clásico sobre los sistemas en diferentes estados |ψi〉.

Aplicando un poco de álgebra, se obtiene:
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〈Ā〉 =
∑
i

〈ψi|A |ψi〉 pi =
∑
i

∑
j

〈ψi| |ψj〉 〈ψj|A |ψi〉 pi

=
∑
i

∑
j

〈ψj|A |ψi〉 〈ψi| |ψj〉 pi =
∑
j

〈ψj|Aρ |ψj〉 = Tr(Aρ)
(C.5)

Algunas propiedades de la matriz de densidad son las siguientes [44]:

i) ρ†

ii) Tr(ρ) = 1

iii) ρ2 = ρ para un ensamble puro

iv) ρ = (1/k)I para un ensamble distribuido uniformemente en k estados.

v) Tr(ρ2) ≤ 1
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Apéndice D: Transporte Electrónico en Puntos Cuánti-
cos

D.1. Punto Cuántico Triple

Como primer paso para validar el modelo numérico que se propone en esta tesis, se hizo uso del

paquete QmeQ para reproducir los resultados expuestos por Émary para un punto cuántico triple

[18]. En la Figura D.1 se muestra el sistema en cuestión.

Figura D.1: Representación esquemática de un sistema de tres puntos cuánticos, en el que cada uno

contiene un nivel de energía.

Pero primero, es necesario resolver el problema de forma analítica. Utilizando el software

Wolfram Mathemática se resuelve la ecuación maestra de Lindblad. Para empezar, se define el

Hamiltoniano del sistema (de la misma forma en la que aparece en el artículo citado).
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H =


1 0 0 0

0 ∆ v u

0 v −∆ u

0 u u ε

 (D.1)

El primer elemento diagonal (como se explica en el Apéndice C) representa el estado base

del sistema, es decir, cuando aún no hay transporte. El resto de los elementos sobre la diagonal

simboliza a los niveles de energía disponibles en los puntos cuánticos. Como se puede ver en la

Figura D.1, la v es la tasa de transición entre los puntos cuánticos 1 y 2, mientras que la u representa

lo mismo, pero entre los puntos 1 y 3, y 2 y 3.

Luego se definen los operadores de salto D1 que va del contacto fuente 1 al punto cuántico 1,

D2 que va del contacto fuente 2 al punto cuántico 2 y D3 que va del punto cuántico 3 al contacto

drenaje.

D1 =
√

Γ1 |1〉 〈0| ,

D2 =
√

Γ2 |2〉 〈0| ,

D3 =
√

Γ1 |0〉 〈3| .

(D.2)

Luego, con la matriz de transferencia ρ de 4x4, la ecuación de Lindblad (ecuación 2.16) queda

como

dρ

dt
= −i[H, ρ] +D1ρD

†
1 +D2ρD

†
2 +D3ρD

†
3 −

1

2

[
D†1D1ρD

†
2D2ρ+D†3D3ρ

]
−1

2

[
ρD†1D1 + ρD†2D2 + ρD†3D3

]
= Lρ.

(D.3)

Al resolver la ecuación diferencial, con los valores ε = 0, Γ1 = Γ2 = Γ3 = 0, u = 1 y v = 1,

la corriente promedio estacionaria se obtiene con el eigenvector de L correspondiente al eigenvalor

cero [18].

Como siguiente paso, para resolver el sistema mediante la aproximación numérica, se empieza

por construir un sistema homólogo especificando las características numéricas mínimas que exige

QmeQ. Para definir el hamiltoniano se usa el mismo de la ecuación (D.1), sólo que retirando el
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primer renglón y la primera columna, es decir, el estado base del sistema. Los potenciales químicos

toman los valores µ1 = µ2 = 5Γ, µ3 = 15Γ y las interacciones de Coulomb U1221 = U1331 =

U2332 = 15.35Γ. Se considera una temperatura en las guías de 0.1 K.

Resolviendo analíticamente la ecuación de Lindblad para el punto cuántico triple que se mues-

tra en la Figura D.1, se obtuvo la siguiente expresión para la corriente:

〈I〉 =
4∆2

4∆4 + 15∆2 + 1
(D.4)

Al realizar el gráfico de
∆

Γ
vs

I

Γ
y comparar los resultados obtenidos con las soluciones nu-

méricas de las ecuaciones de Redfield y Lindblad (como se muestra en la Figura D.2), podemos

ver que ambas exhiben el Dark State en la posición predicha por la solución analítica, además de

mantener la misma forma. Con esto, se da validez al uso del paquete QmeQ para el cálculo de

corrientes estacionarias a través de puntos cuánticos conectados a contactos tipo fuente y drenaje.
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Figura D.2: Comparativa de los resultados obtenidos haciendo uso del paquete QmeQ, frente a la

solución analítica para un punto cuántico triple unido a dos contactos tipo fuente y uno tipo drenaje,

como el que se muestra en la Fig. D.1, donde Ω12 = Ω23 = Γ. Los parámetros empleados para el

sistema en QmeQ son µfuente = 15Γ, µdrenaje = 5Γ, U = 15.35Γ, t = 0.1Γ.
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